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Vorwort

Unter den endlich prisentierten Gruppen besitzen die endlichen, polyzyklischen Gruppen
eine besondere Bedeutung, da in diesen Gruppen die Elemente durch einen sogenannten
Kollektor auf kanonische Form gebracht werden konnen, sofern die Gruppe durch eine AG-
Priasentation geben ist. Ein solcher Kollektor wurde von Herrn Thomas Bishops in GAP
implementiert und ermdglicht es in AG-prisentierten Gruppen in GAP zu rechnen. Die mei-
sten der in SOGOS implementierten Algorithmen zum Rechnen in AG-prisentierten Grup-
pen mufiten als Grundlage fiir die in Kapitel 1, 2 und 3 beschrieben Algorithmen in GAP
iibertragen werden. Sie sind alle in der GAP Sprache geschrieben und dem Benutzer frei
zuginglich. Eine vollstéindige Ubersicht findet sich in [Gap91].

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. Kapitel 1 gibt zunichst eine kurze
Einfiihrung. Hier werden die verwendeten Schreibweisen festgelegt und die grundlegen-
den Algorithmen fiir AG-Gruppen beschrieben. Kapitel 2 befafit sich mit der Berechnung
der 1-Kohomologiegruppe. Kapitel 3 beschreibt einen Algorithmus zur Berechnung des
Normalisators einer Untergruppe einer AG-Gruppe mit Hilfe der in Kapitel 1 eingefiihrten
1-Kohomologiegruppe. Kapitel 4 beschreibt einen Algorithmus zur Berechnung von Kon-
jugiertenklassen von Komplementen in einer AG-Gruppe. In Kapitel 5 findet sich eine
Ubersicht der GAP Kernfunktionen, welche fiir eine Implementation eines PQ in GAP not-
wendig wurden. Kapitel 6 gibt einen Uberblick der Library-internen GAP Funktionen und
Verbunde im Zusammenhang mit den Algorithmen zur Berechnung von Komplementen und
der 1-Kohomologiegruppe. Kapitel 7 schliellich enthilt Zeitvergleiche zwischen GAP, SOGOS
und CAYLEY.

Der in Kapitel 3 beschriebene Algorithmus stellt eine Verallgemeinerung des Konjugierten-
klassenalgorithmus von Elementen in AG-Gruppen dar. Die fiir diese Verallgemeinerung
bendtigte Theorie der 1-Kohomologiegruppe einer AG-Gruppe ermdglicht aber auch eine
Verbesserung des in [GS92] beschriebenen Normalisatoralgorithmus.
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Kapitel 1

Endliche, polyzyklische
Gruppen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Definitionen und Algorithmen vorgestellt, wel-
che in den folgenden Kapiteln zum Rechnen in endlichen, polyzyklischen Gruppen bendtigt
werden.

1.1 Grundlegende Definitionen

Definition 1.1 Es sei H eine beliebige Gruppe.

1. Fiir Elemente a, b von H wird [a,b] := a~'b~tab als der Kommutator von a und b
bezeichnet.

2. Die von den Kommutatoren erzeugte Untergruppe H' := ([a,b] | a,b € H) heifst
Kommutatorgruppe von H.

3. Die i.te Kommutatorgruppe H® von H ist rekursiv definiert durch H®) := H und
HGHY) .= (H®),

Es gilt fiir die Kommutatorgruppen folgendes
Lemma 1.2 Es sei H eine beliebige Gruppe. Dann bilden die Kommutatorgruppen H®

fiir i = 0,1,... eine absteigende Normalreihe H =: HO > O > > H9D > .. wobei
jedes H9 eine charakteristische Untergruppe von H ist.

Definition 1.3 Es sei H eine beliebige Gruppe. Genau dann heifft H auflésbar, wenn es
einn € IN gibt mit H™ = (1).



6 KAPITEL 1. ENDLICHE, POLYZYKLISCHE GRUPPEN

Eine fiir das Rechnen wichtige dquivalente Definition gibt

Satz 1.4 Es sei G eine beliebige endliche Gruppe. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
1. G ist auflosbar.
2. G besitzt eine Subnormalreihe mit zyklischen Faktoren.
3. G besitzt eine Subnormalreihe mit abelschen Faktoren.

4. Die Kompositionsfaktoren von G haben Primzahlordnung.

Definition 1.5 Es sei H eine beliebige Gruppe. Genau dann heifst H polyzyklisch, wenn
H eine endliche Subnormalreihe S mit zyklischen Faoktoren besitzt. FEine solche Reihe S
heifit ab jetzt zyklische Subnormalreihe.

Nach Satz 1.4 sind also fiir eine endliche Gruppe G die Begriffe , polyzyklisch” und ,auflésbar”
gleich. Ausgehend von einer Subnormalreihe mit zyklischen Faktoren einer endlichen, po-
lyzyklischen Gruppe G erhélt man die sogenannte Potenz-Kommutator Prasentation von
G.

Definition 1.6 Es sei G eine endliche Gruppe mit zyklischer Subnormalreihe G = Gy >
Gy >...>G,=(1).

1. Fir Elemente g1, ..., gn aus G mit G; = (Giy1, gi+1) firi € {0,...,n — 1}, heifft die
Folge (g1,-..,9n) eine AG-Erzeugenden-Folge fir G oder ein AG-System von G.

2. Es sei (g1,--.,9n) ein AG-System von G. Wenn alle Faktoren G;/Giy1 fir i €
{0,...,n — 1} Primzahlordung haben, so heifit die Folge (g1,...,9,) ein PAG-System
von G oder eine PAG-Erzeugenden-Folge fir G.

Lemma 1.7 FEs sei G eine endliche, polyzyklische Gruppe mit AG-System (g1,...,9n)- Es
sei 0; die Ordnung von G;_1/G; firi € {1,...,n}. Dann besitzt G eine Prisentation von
der Form

wii(gi-l—l;---;gn); iE{l,---,gn},
9i,9;] = wij(gjs1,---19n), 1<j<i<n.

Definition 1.8 Es seien die Voraussetzungen wie in Lemma 1.7. Dann bezeichnet man die
Prasentation aus Lemma 1.7 als AG-Prasentation beziehungsweise PAG-Prasentation, falls
von einem PAG-System ausgegangen wird.
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Beziiglich eines AG-Systems (g1,...,9gy) einer endlichen, polyzyklischen Gruppe G kann jedes
Element g € G eindeutig dargestellt werden als normiertes Wort

g=g1" g, mit 0<y; <o;.
Zur Vereinfachung der Schreibweise noch

Definition 1.9 Die Voraussetzung seien wie in Lemma 1.7. Es sei ein Element g € G
gegeben und g = g1% - - - g,*" sei seine Darstellung als normiertes Wort.
1. vi(g) := v; heifst der i.te Exponent von g.

2. Fallsv; =0 fiiri =0,...,k—1 und vy # 0, so heifit A(g) := vy der fiihrende Exponent
von g und w(g) := k die Tiefe von g.

3. Der Index o, von Gy, in Gi—1 heifit die relative Ordnung von g.

Da sich jedes endliche Produkt in den Erzeugern und ihren Inversen durch einen sogenannten
Kollektor auf Normalform bringen 148t, konnen wir ab jetzt alle Worte als normiert betrach-
ten, diese Worter heiflen ,,Ag-Worter”. Insbesondere ist also das Wortproblem losbar.

Nicht nur die Elemente einer endlichen, polyzyklischen Gruppe kénnen beziiglich eines
gegebenen PAG-Systems eindeutig dargestellt werden.

Definition 1.10 Es sei G eine endliche, polyzyklische Gruppe mit PAG-System
(91,---,9n). FEs sei eine Untergruppe U wvon G gegeben. Ein Erzeugendensystem
(u1,-..,us) von U heiffit kanonisches Erzeugendensystem beziehungsweise CGS von U
beziiglich (g1, ..., 9,), wenn folgende Eigenschaften erfillt sind.

1. (u1,...,us) ist ein PAG-System fir U,
2. w(u;) < w(u;) firallel<j<i<s,
3. Mu;) =1 firalle1 <i<s,

4 Vy(uy) () = 0 fiir alle alle i # j.

Falls fir ein Erzeugendensystem (u1,...,us) nur die Eigenschaften 1 und 2 erfillt sind, so
heif$t (uq,...,us) ein induziertes Erzeugendensystem beziehungsweise IGS von U beziiglich
(gla s 7gn)

Lemma 1.11 Die Voraussetzungen seien wie in Definition 1.10. Es seien Untergruppen U
und W mit kanonischen Erzeugendensystemen (uq,...,us) und (wy,...,wy) gegeben. Aus
U=W folgt s =1t und (u1,...,us) = (wi,...,w), das heifit, Untergruppen kionnen eindeu-
tig durch ihre kanonischen Erzeugendensysteme identifiziert werden.

Wie in [LNS84] beschrieben, 148t sich durch einen verallgemeinerten Gauflalgorithmus, welcher
nicht kommutativ durchgefiihrt werden muf}; zu jedem Erzeugendensystem ein kanonisches
Erzeugendensystem berechnen. Insbesondere kann man also entscheiden, ob zwei Unter-
gruppen gleich sind.
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1.2 Homomorphismen

Folgende beiden Lemmata sind im Zusammenhang mit Homomorphismen niitzlich, da sich
mit ithnen Kerne und Bilder von Homomorphismen durch einen gew6hnlichen Gauf3-Algo-
rithmus bestimmen lassen.

Lemma 1.12 FEs sei G eine endliche, polyzyklische Gruppe mit PAG-System (g1,-.-,9n)
und « ein Epimorphismus von G auf eine weitere Gruppe H. Dann enthilt (g1 a,. .., gno)
ein PAG-System von H, das heif$t, es existiert eine Teilfolge {i1,... i} von {1,...,n}, so
daf (9i, 0, ..., 9;,a) ein PAG-System von H ist.

Beweis: Beweis durch Induktion nach n. Falls g, trivial ist, so ist die Induktionsverankerung
in Ordnung, da die leere Folge ein PAG-System von (1) = G« ist. Ist g, nicht trivial,
so hat g,a eine Ordnung, welche die Primzahl o, teilt. Somit hat aber g,a Ordnung
on, und das PAG-System (g,a) erzeugt Gpa. Dies zeigt insgesamt die Induktionsveran-
kerung. Es sei jetzt per Induktion eine Teilmenge {is,...,%;} von {2,...,n} bekannt,
so daB (gi,,...,g;,0) ein PAG-System von Gaa ist. Falls gia in Gaa liegt, so zeigt
dies die Induktionsbehauptung, denn dann gilt Goa = Gia. Sollte g1« nicht in Gaa
liegen, so erzeugt g;a zusammen mit Gya die Gruppe Gia und g;aGea hat Primzahl-
ordnung. Weiter folgt aus G1 > Ga, dall Gia > Goa. Damit erfiillt (g1a, g4, 0, - - -, g5, @)
die Behauptung. i1

Lemma 1.13 Fs sei G eine endliche, polyzyklische Gruppe mit einer PAG-Erzeugenden-
Folge (g1,---,9n)- Es sei weiter eine Untergruppe U wvon G mit einem PAG-

System (u1,...,u;) gegeben. Dann entsteht aus (ui,...,u;) durch einen gewohnlichen
Gaufalgorithmus, das heifit, ohne Bildung von Kommutatoren und Potenzen, ein kano-
nisches Erzeugendensystem von U beziglich (g1, ..., gn)-

Beweis: Wir fiihren eine Induktion nach [ durch. Fiir [ = 1 ist die Behauptung wahr, denn es
gilt sicherlich u; # 1 und damit ist (u;) zyklisch von Primzahlordnung. Die Behauptung
stimme also fiir {ua,...,u}. Es sei U die von {ua,...,u} erzeugte Untergruppe mit
dem sortierten und normierten kanonischen Erzeugendensystem (ds, . . ., 4;), welches aus
{ua, ..., } durch einen gewohnlichen GauBalgorithmus hervorgegangen ist. Dann hat U
insbesondere eine echt kleinere Ordnung als U. Dividiert man von u; das Elemente glei-
cher Tiefe aus {u,...,4;}, falls vorhanden, ab und wiederholt diesen Vorgang solange,
bis kein Element in {us,...,d;} mehr die gleiche Tiefe hat, und normiert das erhaltene
Element noch beziiglich (és, - .,4;), so erhilt man ein neues Element ;. Dieses Ele-
ment ist insbesondere ungleich 1, denn sonst wére u; € U und damit |U| = |U] < |U].
Nun kann man 4; in {4, ..., %} entsprechend der Tiefe einfligen und die entstehende
Folge normieren. Diese Folge erzeugt U und hat [ nach der Tiefe sortierte und normierte
Erzeuger. In einem nicht-kommutativen Gauflalgorithmus wiirden nun noch Kommuta-
toren und Potenzen gebildet. Da aber U Kompositionsldnge [ hat, kdnnen diese nichts
neues mehr liefern und die entstandene Folge bildet ein kanonisches Erzeugendensystem.

i
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Die beiden Lemmata liefern ein zur Berechnung der Normalisators benstigtes

Lemma 1.14 FEs seien G und U wie oben. Es sei weiter ein Element g € G gegeben. Dann
ist {uf,...,uj} nach einem gewshnlichen Gaufalgorithmus ein kanonisches Erzeugenden-
system von UY.

Das heifit also, dafl ein CGS der zu U unter g konjugierten Untergruppe aus dem CGS von
U berechnet werden kann, ohne daf ein nicht-kommutativer Gaualgorithmus durchgefiihrt
werden muss.

Andererseits 148t sich mit diesen Lemmata auch recht einfach der Kern und das Bild
eines Homomorphismus mit endlichen auflésbarem Bild- und Definitionsbereich berechnen.

Lemma 1.15 FEs sei G eine endliche, polyzyklische Gruppe mit PAG-System (g1,-.-,9n)
und a ein Homomorphismus von G auf eine weitere endliche, polyzyklische Gruppe H. FEs

bezeichne h; die Bilder von g; unter a fir i € {1,...,n}. Wenn man
hi | g1
hn | 9n

durch einen gewéhnlichen Gaufalgorithmus auf Dreiecksgestalt

51 U1
(7 U
1| v
1 Up,
bringt, so ist (vi41,...,vy,) ein kanonisches Erzeugendensystem des Kerns und (u,...,u;)

ein kanonisches Erzeugendensystem von Bild(a).

Beweis: Nach Lemma 1.12 und 1.13 ist (u1,...,u;) ein kanonisches Erzeugendensystem von
Bild(a). Damit hat G/Kern(a) Kompositionsldnge I. Da G Kompositionslidnge n hat,
muf} der Kern von a Kompositionslange n —! haben. Andererseits liegt (vj41,...,v,) im
Kern(a) und die Erzeuger (vi41,...,v,) sind normiert und nach der Tiefe sortiert. Da
der Kern die Kompositionslédnge n — [ hat, mufl die Folge ein kanonisches Erzeugenden-
system sein. i1
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1.3 Kleine Erzeugendensysteme

Wihrend kanonische Erzeugendensysteme zur Identifikation von Untergruppen besonders
geeignet sind, ist fiir verschiedene Algorithmen eine kleine Anzahl von Erzeugenden wichtig.
Dazu zuerst

Satz 1.16 Es sei G eine endliche, polyzyklische Gruppe mit Hauptreihenlinge . Dann gibt
es ein Erzeugendensystem mit hichstens | Erzeugern.

Beweis: Es sei G = Gy > Gy > ... > G = {1} eine Hauptreihe. Weiter seien fiir i = 1,...,1
Elemente g; € G;_1\G; gegeben. Dann folgt per Induktion, da8 {g1, ..., 9} die Gruppe
G erzeugt. Denn fiir I = 1 erzeugt g1G1 eine normale Untergruppe von G/G1, welche
nach Voraussetzung echt oberhalb von G liegt. Also erzeugt g1G; die Gruppe G/Gq.
Nach Induktionsvoraussetzung erzeuge {g1Gs, - .., 9:G;} die Gruppe G/G;. Damit wird
G/Giy1 von {91Giy1,-..,9iGiv1} und G;/G;i4q1 erzeugt. Da G;/Git1 irreduzibel ist,
gilt fiir jedes g;+1 € Gi\Git1

G/GH_l DGi/Gi+1 — <gi+1Gi+1)(91Gi+17~-~ygiGi+1,Gi/Gi+1)

Git1,---,9iGi
— <gi+1Gi+1)(91 +15-,9iGig1)

Damit erzeugt aber nun {g1Git1,- .-, 9i+1Giy1} die Gruppe G/G;41 und damit folgt die
Behauptung. it

Man beachte, dafl im allgemeinen weit weniger Erzeuger benétigt werden, denn falls G;/Gi1
ein Z,-Vektorraum ist und g¥ # 1, so erzeugt g? einen weiteren Hauptfaktor. Es ist auch
weiterhin nicht notwendig eine Hauptreihe zu kennen, denn, falls eine Normalreihe mit
elementar abelschen Faktoren bekannt ist, mufl nur in jedem Schritt zuséitzlich iiberpriift
werden, ob schon der ganze Faktor aufgespannt wird oder ob noch weitere Basisvektoren
hinzugenommen werden miissen. Insgesamt liefert dies

Algorithmus 1.1. (Kleines Erzeugendensystem)
Eingabe : o Eine endliche, polyzyklische Gruppe G.

e Eine Normalreihe E = [G = Ni,...,Ny41 = {1}] mit elementar
abelschen Faktoren.

Ausgabe : Ein Erzeugendensystem fiir G.

SmallSystem := function( G, E )
L:=[};
for ¢ from1l to Length(E)-1 do
M := Urbilder der Erzeuger von E[i]/E[i + 1];
Append( L, M );
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od;

U := TrivialSubgroup( U );
§:=1[];

1:=1,;

while U #G do

while L[i]€e U do
1:=141;

od;
U := Closure( U, L[i] );
aaa( S, Ifi] )

od;

return S;

end.

Man beachte, dafl sich durch Multiplikation zweier Erzeuger, insbesondere solcher zu ver-
schiedenen Primzahlen der Kompositionsfaktoren, die Anzahl der Erzeuger eventuell noch
weiter reduzieren 1483t. Es ist weiterhin moglich, die alten Erzeugenden in den neuen auszu-
driicken, indem man mit den neuen Erzeugenden einen nicht-kommutativen Gauflalgorith-
mus mit abstrakten Worten durchfiihrt.

1.4 Orbit-Stabilisator- Algorithmus

Viele Berechnungen in einer endlichen, polyzyklischen Gruppe, wie zum Beispiel der Nor-
malisator einer Untergruppe oder der Schnitt zweier Untergruppen, lassen sich auf eine
Stabilisator-Berechnung zuriickfithren. Der grundlegende Algorithmus ist in [LNS84] Seite
111 beschrieben. Er 148t sich als reiner Stabilisator-Algorithmus oder als Orbit-Stabilisator-
Algorithmus formulieren.

Folgender Algorithmus berechnet fiir eine endliche, polyzyklische Gruppe mit Opera-
tionsbereich 2 und einen Punkt w den Orbit und den Stabilisator.

Algorithmus 1.2. (Stabilisator-Orbit)
Eingabe : o Eine endliche, polyzyklische Gruppe G mit CGS (g4, ..., g,) und Ope-
rationsbereich €.
e Ein Punkt w aus .

Ausgabe : Ein kanonisches Erzeugendensystem fiir Stabg(w) sowie der Orbit w®.

StabilizerOrbit := function( G, w )
S=[];
D := [w];
R :=[1];
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for ¢+ frommn downtol do
p = wdi
if p € D then
pos := Position( D, p );
Add( S, g; * R[pos]™! );
else
oldD := D;
oldR := R;
for e from1l to RelativeOrder(g; )-1 do
for p € oldD do
Add( D, p#° );
od;
for r € oldR do
Add( R, 1 xg;° );
od;
od;

Y

fi;

?

od;

?

return Reversed( S ), D;
end.

In diesem platzintensiven Algorithmus wird also der gesamte Orbit des Punktes w sowie
Reprisentanten der entsprechenden Restklassen des Stabilisators abgespeichert. Im Ge-
gensatz dazu behilt der zeitintensive Stabilisator-Algorithmus nur die Représentanten der
Stabilisatorrestklassen.
Algorithmus 1.3. (Stabilisator)
Eingabe : e Eine endliche, polyzyklische Gruppe G mit PAG-System (g1, -.,9n)
und Operationsbereich (2.

o Ein Punkt w aus €.

Ausgabe : Ein kanonisches Erzeugendensystem fiir Stabg(w).

Stabilizer := function( G, w )
S=1;
R :=[1];
for ¢+ frommn downtol do
pos = 1;

while pos < Length(R) and w9 # wfilPosl go
pos := pos + 1;
od;

if pos = Length(R) then
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oldR := R;
for e from1l to RelativeOrder(g; )-1 do
for r € oldR do
Add( R, r = g;° );
od;
od;
else
Add( S, gi * R[pos] ™! );
fi;
od;
return Reversed( S );
end.

In diesem Algorithmus werden nur noch die Représentanten der Stabilisatorrestklassen ab-
gespeichert. Auch auf diese Reprisentanten konnte noch verzichtet werden, da sie immer
von der Form gi! ... * gi' fiir 0 < e; < o; und Tiefen i;, welche nicht in S vorkommen,
sind.

Beide Algorithmen sind im allgemeinen jedoch immer noch zu platz- oder zeitintensiv,
um direkt angewandt zu werden. In Gruppen G kleiner Ordnung lassen sich mit ihnen der
Normalisator einer Untergruppe U als Stabilisator von U in G unter Konjugation oder der
Schnitt zweier Untergruppen U und V als Stabilisator der Rechtsnebenklasse U -1 in V' bei
Multiplikation von rechts berechnen. In grosseren Gruppen sind jedoch weitere Methoden
zur Reduktion der Orbitlange notwendig. In den folgenden Kapiteln werden solche Metho-
den vorgestellt. Dazu bendtigen wir folgende Abwandlung des Homomorphieprinzips aus
[LNS84] Abschnitt 3.

Lemma 1.17 FEs sei H eine beliebige Gruppe mit Operationsbereich Q@ und Normalteiler
N. Es bezeichne Stabg(w) den Stabilisator fir ein w € Q in H und Stabg(w™N) ={h | h €
H, w" € N} den Blockstabilisator von w.

1. Es sei ein Punkt w € Q gegeben. Dann ist der Orbit w”™ ein Block fiir die Operation
von H.

2. Fiir jedes b € Staby (W) ezistiert ein ny € N, so daff w® = w™.
3. Falls Stabg/n(w™) = (01N, ..., bpN) und Staby(w) = (na,...,m), so gilt

Staby (w) = (bln,jll, .. .,bkn,;:,nl, ey TU).
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Literatur

Die hier vorgestellten Definitionen und Algorithmen umreiffen nur die in den folgenden
Kapiteln benotigten Werkzeuge. Eine weitergehende Einfiihrung, deren Notation hier iiber-
nommen wurde, findet sich in [LNS84]. Eine erweiterte Version des Orbitalgorithmus fiir
den Fall, da3 ein Homomorphismus in eine Matrixgruppe gegeben ist, welche die Operation
liefert, befindet sich in [GS92].



Es

Kapitel 2
Die 1-Kohomologiegruppe

In diesem Kapitel werden die Konjugiertenklassen von Komplementen eines elementar abel-
schen Normalteilers N im semidirekten Produkt von N mit einer endlichen, polyzyklischen
Gruppe H beschrieben. Diese Beschreibung geschieht mit Hilfe der 1-Kohomologiegruppe
HY(H,N).

2.1 Die n-Kohomologiegruppe H"(H,N)

Definition 2.1 Es sei H eine beliebige Gruppe und N eine abelsche Gruppe. Fuolls ein
Homomorphismus o : H — Aut(N) existiert, so heifst N ein H-Modul.

sei ab jetzt H eine beliebige Gruppe mit einem additiv geschriebenen H-Modul N. Fiir
nichtnegative ganze Zahlen n = 0,1,... bezeichne C"(H,N) die Menge der Abbildungen

——f—
H x...x H— N. Die Addition zweier Abbildungen aus C™(H, N) geschieht wie iiblich

argumentweise. Fiir n = 0 sind die Abbildungen also argumentlose, konstante Funktionen.
Dann ist C"(H, N) beziiglich der argumentweisen Addition eine abelsche Gruppe.

Lemma 2.2 Die Abbildung A,, : C*(H,N) — C"tY(H, N), welche durch

(Any)(915- -5 9nt1) = (92, Gnt1) +

n

S =D "Y(g1, 596 1,9iGix15 - - Gnt1) +
i=1

(_1)n+17(gl7 s 7gn)a(gn+1)

C™(H,N) definiert ist, beschreibt einen Homomorphismus von C™(H,N) nach

15
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Beweis: Siehe [Hup67] 1.§16.12. i1
Zur Vereinfachung der Bezeichnungen benétigen wir noch
Definition 2.3 Es sei H eine beliebige Gruppe und N ein H-Modul.

1. Z"(H,N) = Kern(A,) heifit die Gruppe der n-Kozykel und ein Element aus
Z™(H,N) heifst n-Kozykel.

2. B*"(H,N) = Bild(A,—_1) heifst Gruppe der n-Korénder und ein Element aus B"(H, N)
heifst n-Korand.

Sowohl Z™ als auch B™ sind per Definition additiv geschriebene abelsche Gruppen. Da fiir alle
f € C"1(H,N) gilt, daBl A,,(A,_1(f)) = 0, folgt B"(H,N) C Z"(H, N)—siehe [Hup67]
1.§16.11.

Definition 2.4 Die Faktorgruppe H"(H,N) = Z"(H,N)/B™(H,N) heifit n-te Kohomo-
logiegruppe von H mit Koeffizienten in N.

Fiir die erste und zweite Kohomologiegruppe sind gruppentheoretische Interpretationen be-
kannt, siche [Hup67]. Im folgenden werden die erste Kohomologiegruppe sowie Berechnungs-
moglichkeiten weiter untersucht.

2.2 Die 1-Kohomologiegruppe H'(H, N)

Es seien H, N und « : H — Aut(N) wie im vorhergehenden Abschnitt.

Lemma 2.5 Es sei H eine beliebige Gruppe, N ein H-Modul beziiglich o. Dann ist
Z'(H,N) ={y: H— N |Vhi,hy € H : y(h1hs) = y(h1)*">) + v(hs)}

und
B'(H,N)={y:H = N|3ne N Yhe H:vyh) = (-n)*® +n}.

Beweis: Nach Definition ist A; : C*(H, N) — C?(H, N) gegeben durch
(A17) (R, h2) = v(h2) = y(hah2) + 7 (h)**2)

fiir ein v € C1(H,N), beliebige hi,hs € H. Also liegt ein v genau dann im Kern
von Ay, wenn y(hs) + fy(hl)a(’”) = v(h1ho) fir alle hy,ho € H gilt. Anderseits ist
Ay : C°(H,N) — C'(H, N) gegeben durch

(B0)(B) =70 = 70" = (=n)°® + n

fiir ein beliebiges festes v = (() — n) aus C°(H, N), beliebige h € H. Dies zeigt auch
den zweiten Teil der Behauptung. i1
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Es sei G = {(h,n) | h € H,n € N} das semidirekte Produkt H >< N von H mit N mit der
natiirlichen Verkniipfung

(h1,n1)(h2,n2) = (h1h2,nix(h2) +ng).
Dann gilt

H* = {(h,0)|heH}=H,
G>N* = {(Ln)|neN}=N.

Alle Komplemente von N* in G lassen sich leicht durch die abelsche Gruppe Z!(H, N)
beschreiben.

Lemma 2.6 Es sei H eine beliebige Gruppe, N ein H-Modul, G das obige semidirekte
Produkt von H mit N. Dann ist jedes Komplement K von N* in G von der Form

K = {(h,¥(h)) | h € H}

fiir ein eindeutiges v € Z'(H, N) und umgekehrt, das heifit, die Komplemente K entsprechen
eineindeutig den Elementen von Z'(H,N).

Beweis: Es sei ein beliebiges Komplement K von N* in G gegeben. Da H* < G = KN*, gilt
fir alle h € H

(h70) = kh . (17nh)

fiir eindeutig bestimmte kp, € K und np, € N, da K N N* = {1}. Alsoist yx : H - N
durch vk (h) := —ny wohldefiniert und es gilt

{(h,yx(h)) [ h e H} < K. (2.1)

Anderseits gilt fiir jedes k € K, dal k € G = H*N*, also k = (hg, 0) - (1, ng) beziehungs-
weise

(hk70) =k- (17 —’I’Lk)-

Da k = (hg, vk (ht)) € K beliebig war, gilt in 2.1 die Gleichheit. Da K eine Untergruppe
von @ ist, gilt fiir beliebige hy, ho € H

(h1, vk (7)) (h2, 7k (h2)) = (hiha, 7k (h1)*") + yk (he)) € K

und damit, da die Elemente in K, wie oben gesehen, durch den H-Anteil eindeutig
festgelegt sind, dafl
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(h1hz2, vk (h1h2)) (h1, 7k (h1))(h2, 7K (h2))

(haha, vi (h1)**2) + g (ha)).

Also vk € Z'(H, N) nach Lemma 2.5.
Andererseits liefert jedes Element v € Z'(H, N) ein Komplement

Ky ={(h,7(h)) [ h € H}.
Denn K,N* = G und K, N N* = {1} gilt per Konstruktion fiir die Menge K.,. Wegen
0=7(1) =y(hh~") = 7(R)**") +y(h™"), gilt

(h1,7(h1))(ha,y(ha)) = (hiha,v(h1)*"2) 4 y(hy))
= (M h2, (h1h2)),

(W)™ = (A7, (—y(R))* ™)

(A" y(h1))

fiir beliebige hi, ho, h € H, also ist K, eine Untergruppe von G.

Da offensichtlich fiir jedes Komplement K und jeden 1-Kozykel v € Z'(H, N) per Kon-
struktion K = Ky, und v = vk, gilt, handelt es sich bei der Zuordnung K +— yx um
eine Bijektion.

it

Definition 2.7 Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.6. K sei ein beliebiges Kom-
plement zu N* und ~y ein beliebiger 1-Kozykel aus Z'(H,N).

1. vk : H = N bezeichne den zu K gehérenden 1-Kozykel aus Lemma 2.6.
2. K, < G bezeichne das zum 1-Kozykel v gehérende Komplement zu N*, gegeben durch

Ky =A{(h,v(h)) | h € H}.

Eine Konjugiertenklasse von Komplementen zu N* 148t sich jedoch ebenso leicht durch die
abelsche Gruppe B'(H, N) beschreiben.

Lemma 2.8 Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.6. Zwei Komplemente K; und K,
zu N* sind genauw dann konjugiert in G, wenn ein n* € N* existiert, so daff K" =K,
gilt. In diesem Fall gilt fiir die zu K1 beziehungsweise Ko gehdrenden 1-Kozykel 1 und v,
dafl

Y2 —m € BY(H,N).

Umgekehrt beschreibt jedes v € y1 + B (H, N) ein zu K, konjugiertes Komplement.
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Beweis: Es sei K19 = K, fiir ein g € G. Da K; Komplement zu N* ist, gilt g € G = KN*,
also g = kn* fiir n* =: (0,n) € N*, k € K;. Damit also

K, = K9 = K,* = K,

Seien 1, v die zugehorigen 1-Kozykel, also

*

K™ = {(hn(h)|heH}™
= {@,-n)(h;m(R)(L,n) | h e H}
= {(h,(=n)*™ + 31 (h) +n) | h € H}
= Ko
= A{(h,e(h) [ he H}.

Insbesondere gilt also 2 (h) = (—n)*™) + 41 (h) + n fiir beliebige h € H. Damit
y2(h) = (k) = (=n)*™ +n

fiir ein festes n € N und beliebige h € H. Mit Lemma 2.5 folgt also nun v, — y; €
BY(H,N).

Es sei ein v € v; + BY(H, N) gegeben, das heifit, es gibt ein n € N, so da y(h) =
y1(h) + (=n)*P) 4+ gilt. Damit ergibt sich
Ky = {(h~(h) | heH}
= {(hrma(h) + (=n)*™ +n) | h € H}
= {1, —n)(h,7(h)(1,n) | h € H}
Kl(o’n).

a1

Die beiden Lemmata 2.6 und 2.8 zusammen zeigen sofort

Satz 2.9 Die Voraussetzungen seien wie in Lemma 2.6. Dann entsprechen die Kon-
jugiertenklassen von Komplementen zu N* in G eineindeutig den Elementen der 1-Ko-
homologiegruppe H'(H,N), das heifit, den Restklassen von Z'(H,N) nach dem Teilraum
BY(H,N). Jedem Reprisentanten v € Z'(H, N) einer Restklasse aus H'(H,N) wird dabei
der Reprasentant

K, = {(hyy(h)) | h € H}

einer Konjugiertenklasse von Komplementen zugeordnet.
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2.3 Berechnung der 1-Kohomologiegruppe

Die in den vorhergehenden Abschnitten gemachten Sétze und Definitionen stellten keine
Bedingungen in die Gruppe H. Im folgenden wollen wir uns auf endlich prisentierte Grup-
pen und elementar abelsche H-Module beschrinken. Die folgenden S#tze sind immer dann
anwendbar, wenn wir eine Prisentation fiir H kennen und die Operation von H auf N durch
Matrizen gegeben ist.

Es sei jetzt H eine endlich prasentierte Gruppe mit einer gegebenen Prisentation

<h1,...,hl|T’i(h1,...,hl):1,7::1,...,7“),

N sei ein elementar abelscher H-Modul der Ordnung p™ zur Abbildung a mit Erzeugern
bi,...,bm. G sei eine Erweiterung von H mit N. Dann existiert eine exakte Folge

WH->NEa5H- ),

sowie ein Schnitt 7 : H — G, das heif3t, eine Abbildung mit 15" = 1g und 7 - 7 = id,.
Dann gilt flirne N, he H
(oM = (n)"".

Es soll nun untersucht werden, wann die Erweiterung G zerfillt und wie man in diesem Fall
die Konjugiertenklassen von Komplementen zu N# beschreiben kann.

Satz 2.10 G, H und N seien wie oben angegeben. G zerfillt genau dann, wenn eine Funk-
tion f :{h1,...,l} = N ezistiert, so daf8 fir alle j € {1,...,7}

ri(ha” f(ha)*, . T f()*) =1
gilt. In diesem Fall ist ein Komplement gegeben durch
(hi" f(h)* |i=1,...,1) < G.

Beweis: G zerfillt genau dann, wenn ein Komplement zu N* existiert.
“<”: Es existiere eine Funktion f mit 7;(hy" f(h1)*,..., " f(ly)*) =1 fiir alle j €
{1,...,r}. Setze
H=(h"f(hi)* |i=1,...,1) <G.

Dann gilt HN*® = G, denn die Faktorgruppe G/N* wird von den Elementen h] N* fiir
1=1,...,1 erzeugt. Es gilt aber offensichtlich dann

G/N* = (WIN*, ... hTN")
= (hIf(R)"N¥,... h] f()"N*).

Also erzeugen die Elemente h] f(h1)*,...,h] f(hi1)* zusammen mit N* die Gruppe G.
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Es sei £ € HN N*. Dann gilt 2 = [1(hi,™ f(hs;)*)e fiir geeignete Exponenten e; €
{-1,+1}. Da z in N* = kern(nm) liegt, gilt 2™ = 1. Andererseits 148t sich nach
Voraussetzung die Abbildung

@ :H — H:hi— hi" f(hi)"

zu einem Homomorphismus fortsetzen, da die Bilder von h; die Relationen von H
erfillen. Damit gilt also

b v = @
= JI((h;;T™)e)? = [I(hg?)%
= II(hs;" f(hs)")T = z,

das heiBt, H N N* = {1}. Somit ist H ein Komplement zu N* und G eine zerfallende
Erweiterung.

“=": (G zerfalle, das heiflt, es existiert eine Untergruppe K mit KN* = G und
KnN# = {1}. Fir alle h;, ¢ € {1,...,1} gibt es daher n; € N und k; € K, so
daB h;" = kin;* € G = KN* gilt. Setze

fi=(hi —ng) : {h1,..., hi} = N.
Fiir dieses f folgt dann fiir j = 1,...,r
rj(hi f(hi)*)™ = ri(hi™ (f(Rhi)*)™) = rj(hi) = 1.
Also r;(hI f(hi)*) € kern(r) = N* und r;(hI f(hi)*) = r;(k;) € K und damit
ri(AT f(ha)¥, ... hT f(h)") € K N N* = {1}.

1t

Zum Beweis von Satz 2.10 hiitte ein abelscher H-Modul N ausgereicht, wie das folgende
Lemma jedoch zeigt, reduziert sich im Falle eines elementar abelschen H-Moduls die Berech-
nung einer Funktion f aus Satz 2.10 auf das Losen eines inhomogenen Gleichungssystems.
Da N elementar abelsch ist, kann N als ein Z,-Vektorraum aufgefafit werden auf dem H
linear operiert. Man kann also jede Gleichung der Form
not) 4 gt — g

fiir feste h; € H, n € N und Unbekannte n; € N auffassen als lineare Gleichung in ¢ * m
Unbekannten z;; € Z, mit n; = b1z + ... + bypTim.
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Lemma 2.11 Fine Funktion f aus Satz 2.10 lifit sich durch Ldsen eines inhomogenen
linearen Gleichungssystems mit r *x m Gleichungen und m x1 Unbekannten bestimmen.

Beweis: Es sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit N = Vixm(Zp) und damit
a: H — Aut(N) = GL(m, p). Dann sind m %[ Unbekannte z;; € Z, gesucht, so da8 fiir
f : {hl,.. .,hl} — N mit f(hz) = (Z‘ﬂ,. --7-'Ez'm)

’I'j (thf(hl)H, ey thf(hl)”) =1

fir j = 1,...,r gilt. Sei r = r; ein beliebiger Relator. Es sei 7(yi,...,y) = Hj.zl yfjj
als Wort in den Erzeugern {yi,...,y;} einer freien Gruppe fiir geeignete Exponenten
ej € {—1,4+1} und Indizes i; € {1,...,l}. Es sei

Ce— _a(hij _1) ej =—1
GL(m,p) 3 B; := { 1 e =1
und A; := a(hi;*) € GL(m,p). Mit dieser Setzung folgt dann

o =1

j=1
t ¢ t a
= ([T - | Do fhi) = (B;- IT 40 ]
j=1 j=1 k=j+1
t ¢ #
= r(a, .. W) [ DD Fhi) « (B ] A
e j=1 k=j+1
Da p injektiv ist, folgt also
» t ¢
OZT(th,...,th)” +Zf(hl])*(Bj . H Ak),
Jj=1 k=j+1
also nach obiger Bemerkung ein inhomogenes System m linearer Gleichungen. i1

Der Beweis zu Satz 2.10 zeigt jedoch noch mehr.

Satz 2.12 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.10. G zerfalle und L = f, + Lpom sei
die Lésungsgesamtheit des linearen Gleichungssystems aus Satz 2.10. Dann lifit sich jedem
[ € L eineindeutig ein v € Z'(H,N) mit ¥|(n,,...n,} = f — fp zuordnen.
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Beweis:

1. Jeder 1-Kozykel v aus Z'(H, N) ist festgelegt durch die Angabe der Bilder ~(h;), fiir
j=1,....1. Denn wegen

V(h'il hz2) = W(hh)a(hiz) + 7(hi2)7
W™ = =) T,
sind mit y(h;) auch die Bilder aller Produkte von Erzeugern h; und h; ™" festgelegt.

2. Einerseits ist .
H = ((hi" fp(hi)!) -y(ha)* | i =1,...,1)
genau dann ein Komplement—wie der Beweis zu Satz 2.10 zeigt—,wenn die Funktion
Fo+7{hs,....n} die Gleichungen aus Satz 2.10 16st. Andererseits ist H nach Lemma 2.6

genau dann ein Komplement, wenn <y|(4,,....5,3 von einer Funktion vy aus ZY(H,N)—
wie in Teil 1 beschrieben—kommt.

it

Korollar 2.13 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.10. Jedes v € Z'(H, N) ist ein-
deutig festgelegt durch Angabe der Bilder v(hi),...,v(h;) der Erzeuger von H.

Zur Bestimmung der Z!(H, N) reicht es also nach Satz 2.12, ein System von 7 x m linearen
Gleichungen zu l6sen, anstelle der |H|? x m Gleichungen, welche Lemma 2.5 liefert. Wie
der Beweis Teil 1 zu Satz 2.12 zeigt, sind die Elemente aus Z!(H, N) durch die Bilder von
hi,...,h; festgelegt. Also gilt

Lemma 2.14 Die Voraussetzungen seien wie in Satz 2.12 und es sei noch zusdtzlich N =
Vism(Zp). G zerfalle und K sei ein beliebiges Komplement zu N*. Eine m x m x| Matriz
M sei gegeben durch

M:=(I-alh) ,---, I—alh)).

Dann entspricht B*(H,N) dem Zeilenraum von M und die homogene Lésungsmenge der
Gleichung © - M = 0 dem Zentralisator Cn(K) von K in N.

Beweis: Es sei 8: Z'(H,N) = Vixmwu(Zp) mit B(y) = (y(h1),...,v(l)) fir v € Z*(H,N).
Dann ist 8 nach Korollar 2.13 injektiv. Es sei weiter U der Zeilenraum von M, dann gilt
U = {nxM|neN}
= {(nx(I—-alh1)),...,nx (I —a(l))) |n€ N}
{+*|v€C"(H,N),3n € N:Yhe H:y(h)=nx*( —ah))}
{+7 |y € B'(H,N)}
(B'(H,N))".
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Also ist B|p1(p,ny : B'(H,N) — U surjektiv und damit bijektiv.
Weiter sei n € N eine Losung der homogenen Gleichung x - M = 0, das heifit, 0 =
* (1 —a(h;)) = (—n) xa(h;) +n fir i = 1,...,1. Dann ist fiir beliebiges i € {1,...,1}

(i fp(ha)*y(Ri)*)™ = (ha")™ (fp(hi) "y (ha)")
N———’
eN,abelsch!
= (=n) (R (fyp(ha) v (ha)")
= hT (=)l (fp(ha)y(hi))
= 7 (onx alhi) +n)"(fy(hi)*y(h)")

-~

=1

= (b fp(ha)#~y(ha)*).

Also zentralisiert n jeden Erzeuger von K, das heifit, n € Cnyu(K). Andererseits gilt fiir
jedes n € Cnu(K), dal

-1

0 = ((—nt) T2 e
= —nxalh)+n.

it

Zum Schluf} dieses Abschnitts noch ein fiir folgende Kapitel niitzliches Lemma.

Lemma 2.15 Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Lemma 2.14. FEs seien
zwei konjugierte Komplemente K1 und Ko zu N* gegeben. Fir diese Komplemente sei der
Vektor v € Vixmxi(Zp) gegeben durch

v:i= (7K2 (hl) — VK, (h1)7 <oy VKo (h‘l) — VK, (hl))
Dann existiert eine Losungn € N vonv =x - M und es gilt Klnﬂ = K.

Beweis: Es sei n eine Losung von v = - M. Dann gilt also g, (h;) = n'~ ") 4y (hy;) fiir
alle s € {1,...,1}. Damit ergibt sich aber

h;" - fp( i)y, (h ')Hlizla"'al)n#

()™ - fp(hi)# iy (Ri)* i =1,...,1)
T (nx (1= a(h) + r, (ha)* fp( ) li=1,...,10)
Tevry (ha)* fp(ha)* | i=1,...,1)

.
Y=

(
(
(hi
(hi

= K.
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Sind umgekehrt K; und K, konjugiert, so existiert nach Lemma 2.8 ein n € N mit
K™ = K,. Obige Rechnung zeigt dann, dafl dieses n die Gleichung 16st. 11

2.4 Reduktion der Unbekannten

Es sei H eine Gruppe mit einer endlichen Prisentation wie im vorhergehenden Abschnitt.
Die Grofle des zu 16senden Gleichungssystems zur Berechnung der 1-Kohomologiegruppe
héngt dann nach Lemma 2.11 von der Anzahl der Relationen und Unbekannten ab. Diese
lassen sich auf zwei Weisen reduzieren.

Falls eine endliche p’-Untergruppe Hy von H bekannt ist und durch {h;,,...,h;,} er-
zeugt wird, so 148t sich die Unzahl der Unbekannten des inhomogenen Gleichungssystems
aus Lemma 2.11 von m * [ auf m (I —I') reduzieren. Denn es gilt

Satz 2.16 Die Voraussetzungen seien wie in 2.10. Zusdtzlich sei eine endliche p'-Unter-
gruppe Hy von H bekannt und diese werden von {h;,,...,h;,} erzeugt. Dann existiert ein
Schnitt T : H - G, so daf8 {h[. ..,h{l,} eine p'-Untergruppe von G erzeugt. Es sei

V={yeC'(HN)|y(hy)=0Vje{l,....I'} .

Wenn G eine zerfallende Erweiterung ist, dann existiert auch eine Lésung f aus Satz 2.10
mit f(h;;) =0 fir j € {1,...,1'} und es gilt

(ZY(H,N)nV)/(B*(H,N)nV) = H'(H,N)
sowie Z'(H,N)NV + BY(H,N) = Z'(H, N).

Beweis: Essei G* das vollstandige Urbild von Hyy in G. Dann ist N* ein p-Normalteiler von G*

und G*/N* hat eine zu p teilerfremde Ordnung, das heifit, N* ist ein Hall-Normalteiler
von G*. Nach dem Satz von Schur-Zassenhaus besitzt aber N* ein Komplement K, in
G*. Nach Satz 2.10 existiert dann einen Schnitt 7' : Hy — G*, so daf§ {h;’, . h:lll}
das Komplement K zu N* in G* erzeugt. Dieser Schnitt 148t sich zu einem Schnitt 7
fiir H fortsetzen.
Da aus der letzten Aussage sofort die anderen beiden folgen, sei nun vorausgesetzt,
daBl G zerfillt, und v sei ein beliebiger 1-Kozykel aus Z'(H, N). Das zu 7 gehdrende
Komplement K., enthélt die von {h] v(hi,)¥,...,h],v(hi, )"} erzeugte Untergruppe K*.
Da nach Konstruktion 7| = 7/ gilt, folgt damit (K*)™ = H,s. Also ist insbesondere K*
ein Komplement zu N* in G* und damit nach dem Satz von Schur-Zassenhaus konjugiert
zu K. Es sei g € G* ein konjugierendes Element, das heifit, K, = (K*)?. Damit
enthélt dann K die Untergruppe K. Dann folgt aber per Konstruktion fiir den zum
Komplement K gehorenden 1-Kozykel 79 = ygs, dal 79 € V und v — 19 € BY(H,N).
Dies zeigt aber schon

ZY(H,N)nV + B(H,N) = Z'(H,N).



26 KAPITEL 2. DIE 1-KOHOMOLOGIEGRUPPE

Es bleibt die Ismorphie der Vektorrdume zu zeigen. Fiir Vektorrdume gilt der Isomor-
phiesatz, das heif}t, es gilt

(Z'(H,N)nV)/(B*(H,N)nV)

1

(ZY(H,N)nV)/(B*(H,N)n (Z*(H,N)nV))
(Z'(H,N)nV + B'(H,N))/B'(H,N)
H'(H,N),

1%

IR

und damit die Aussage.

it

Eine andere Moglichkeit zur Reduktion der Unbekannten ist gegeben, falls ein kleineres
Erzeugendensystem fiir H bekannt ist. Denn es gilt offensichtlich

Satz 2.17 Die Voraussetzungen seien wie in 2.10. FEs sei weiter eine Teilmenge E =
{ir,...,iv} C{1,...,1} bekannt, so daf {h;,,...,hi, } die Gruppe H erzeugt, sowie Worte
wy mit hy = wy(hiy,...,hi,) fiir s € E. Dann lifit sich die 1-Kohomologiegruppe durch
Lésen eines Gleichungssystems mit r x m Gleichungen und m = (I —1") Unbekannten bestim-
men.

Beweis: Tietze-Transformation fiir die Prasentation von H. i1

Im Falle der endlichen, polyzyklischen Gruppen 148t sich meist ein kleineres Erzeugenden-
system berechnen—siehe Abschnitt 1.3, jedoch enthilt die Prisentation, welche aus der
Potenz-Kommutator Prasentation entsteht, im allgemeinen wesentlich 1angere Worte. Es
ist daher besser, die Tietze-Transformation erst implizit wihrend der Berechnung der 1-
Kohomologiegruppe durchzufiihren. Dazu seien die Bezeichnungen wie im Beweis zu Lemma
2.11. Jede Gleichung der Form hy; = w,(h;,,...,h;,) liefert dann analog Lemma 2.11 ein
Gleichungssystem

F(hs) = (WD) ws(hs ", hiy )+ 3 f(h) * O

::nteN jeb
fiir geeignete Matrizen Cy;. Wie im Beweis von Lemma 2.11 sei r(y1,...,4) = Hj-zl yfjj
als Wort in den Erzeugern {y1,...,y;} einer freien Gruppe fiir geeignete Exponenten e; €

{-1,+1} und Indizes i; € {1,...,1} und es sei

—Oé(hij 71) e; =—1

GL(m,p) 3 B; := { 1 e =1

und A; := a(hy;*) € GL(m,p). Mit dieser Setzung folgt dann insgesamt

t

0 = r(h e, WP+ fy) (B T AR

j=1 k=j+1
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t
= [r" T Y ny (B [ A0 |+

i ¢E k=j+1
t t
D fhi) By [T A0+ D0 D0 )+ (Ciye- B+ J] Ap)-
i;€EE k=j+1 i;¢E kEE k=j+1

Man beachte, dafl die Summen schon wahrend der Berechnung zusammengefafit werden
konnen.

2.5 Die H' einer endlichen, polyzyklischen Gruppe

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt Mdoglichkeiten zur Berechnung der 1-Kohomologie-
gruppe im Falle einer endlich prasentierten Gruppe H aufgezeigt wurden, ziehen wir uns
nun auf den Fall einer endlichen, polyzyklischen Gruppe H mit einer Potenz-Kommutator
Préasentation zuriick. Es sei also H gegeben durch

H = (hl,...,hl | hipi :wii(hk) V1 SZSZ, [hj,h,'] :'wj,'(hk) V1 Sl<j Sl)

fiir fest vorgebene Primzahlen p; und Worte

wii(T1,-..,m) = Vi,
’Ll)ji(.'L'l,...,ZUl) = .’L‘kuﬁ .

N sei der Z,-Vektorraum V xm(Z,) und zur Abkiirzung sei H; := a(h;) € GL(m, p) gesetzt.
Die Elemente aus Z'(H, N) und B*(Z, N) werden als Tupel (ny,...,n) € Vixmi(Z,) abge-
speichert, so dal n; das Bild des Erzeugers h; unter einem 1-Kozykel ist, da nach Korollar
2.13 die 1-Kozykel dadurch eindeutig identifiziert werden kdnnen.

Das Gleichungssystem zur Bestimmung der Z!(H, N) wurde schon in Lemma 2.11 auf-
gestellt. Danach gehort zu jedem Relator r ein Gleichungssystem der Form

Oz’n(r)+TL1*R§T)+...TL1*RZ(T)

fiir Matrizen R; € Vixm (Zp). Im Fall einer Potenz-Kommutator Présentation konnen beim
Separieren des H und N-Anteils folgende Situationen vorkommen. Es sei i,j € {1,...,[}
und i # j, A sei eine schon berechnete Matrix aus Vp,xm(Zp) und a sei eine positive ganze
Zahl echt kleiner p;.

co-(ng x AP (RInE)* - = oo (nyx A)PRInY .. hInk -
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a—1 H
= .- (nyx A)Hh" (nz’*ZHik)

k=0

a—1 H
= ...h" (m*(A-Hi“-i-ZHik)) _—

k=0
(g AP(RIRE) O = e (Al T Rl T R

= - (ngx A)hI7° (ni*(—ZHi_k)>
k=1
= ---h{_“(n,-*((A—aiHi’“)-Hi“)) .
k=0
oo (nyx AF(AInf)e .. = . (h]
oo (ngx AP(RIn) . = - (hIn}

Folgender Algorithmus berechnet gemiB obigen Uberlegungen fiir einen gegeben Relator
r = 2% Jw;; oder 1 = [z;,2;]/wj; und eine Zahl ¢ die Matrix R;.

Algorithmus 2.1. (Gleichungsmatrix)

FEingabe : e Matrizen [Hy,..., H;] = M, welche die Operation von hy, ..., auf
N beschreiben.

e Ein Relator r(z1,...,7;) = HZ:1 zj, k.

e Eine Nummer s, fiir welche die Matrix R, berechnet wird.

Ausgabe : Die Matrix R des Gleichungssystems zum Relator r, wie oben beschrieben.

EquationMatrix := function( M, r, s )
R := idmat,;
for ¢ from1l tot do
if j; =s then
if ;>0 then
R := Rx M[ji]" + Y050 MIjil*;
else
R:= (R— 3,2 " M[jil*) « M[ji]";
fi;
else
R := Rx M[j;]";
fi;
od;
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return R;
end.

Die Gruppe der 1-Kordnder 148t sich, falls eine zerfallende Erweiterung von H mit N vor-
liegt, nach Lemma 2.14 durch den Zeilenraum einer Matrix bestimmen. Dies geschieht
durch

Algorithmus 2.2. (Gruppe der Einskorinder)

FEingabe : o Eine endliche, polyzyklische Gruppe G mit AG-System [g1, . . ., gitm]
mit einem elementar abelschen Normalteiler N mit CGS [ny,...,nn],
so dal G eine zerfallende Erweiterung von G/N mit N ist.

Ausgabe : Eine Folge Bl C Vixmi(Zp), welche eine Basis fiir die Gruppe der 1-
Korénder bildet und eine Untergruppe CN mit CGS, welche den Zentrali-
sator Cn (K) fiir ein beliebiges Komplement K zu N beschreibt.

OneCoboundaries := function( G, N )
M := Matrizen, welche die Operation von G / N auf N beschreiben;
L:=(1=-M[1] --- 1-M[]);

B1 := Basis der Zeilen von L;
CN := Nullspace( L );
return B1, CN;

end.

In nachfolgenden Kapiteln wird noch ein Algorithmus gebraucht, welcher zu konjugierten
Untergruppen ein konjugierendes Element findet. Dies kann nach Lemma 2.15 berechnet
werden.

Algorithmus 2.3. (Konjugierendes Element)

Fingabe : o Eine endliche, polyzyklische Gruppe G mit AG-System [g1,-- -, §i+m]
mit einem elementar abelschen Normalteiler N mit CGS [ng,...,np],
so dal G eine zerfallende Erweiterung von G/N mit N ist.

e Ein Komplement K zu N mit CGS [k1,...,k].

e Ein zu K unter N konjugiertes Komplement K' mit CGS [kf, ..., kj].
Ausgabe : Ein Element n € N mit K™ = K'.

ConjugatingElement := function( G, N, K ,K')
M := Matrizen, welche die Operation von G /N auf N beschreiben;

L:=(1-M[1] ... 1-M[]);
R:=(ki'xkl ... k'xkl );
n := Solution( L, R );

return n;

end.
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Mit den beiden Algorithmen 2.1 und 2.2 148t sich nun die 1-Kohomologiegruppe wie folgt
berechnen.

Algorithmus 2.4. (Einskohomologiegruppe)
FEingabe : o Eine endliche, polyzyklische Gruppe G mit AG-System [g1, .. ., girm]
mit einem elementar abelschen p-Normalteiler N mit CGS
[nl,. ,nm]

e Das System Rels der Potenz-Kommutator Relatoren fiir H = G/N
{7‘1, ey 7‘1+(171)1/2} .

Ausgabe : Eine Folge Z1 C Vi ymi(Z)p), welche eine Basis fiir die Gruppe der 1-Kozykel
bildet, eine Folge B1 C Z1, welche eine Basis fiir die Gruppe der 1-Korénder
bildet, ein Tupel f, wie in Satz 2.10 beschrieben, und eine Untergruppe CN
mit CGS, welche Cy (K) fiir ein beliebiges Komplement K zu N beschreibt,
oder false , falls G eine nicht zerfallende Erweiterung ist.

OneCocycles := function( G, N, Rels )
H := Reprisentanten fiir ein AG-System von G/N’;

L= ();

R:=();

for r € Rels do
L1 = ();

for j €[l..l] do
R1 := EquationMatrix( M, r, j );

L1
e (2

;;: (L L1);
= (R —r(H[1],....H[) );

od
L
R

od;

f :=Solution( L, R );

if f = false then
return false ;

fi;

Z1 := Nullspace( L );

tmp := OneCoboundaries( G, N );

B1 := tmp.B1,

CN := tmp.CN;,

return f, Z1, B1, C'N;

end.

Die im obigen Algorithmus beschriebene Situation, das heifit, eine endliche, polyzyklische



2.6. EIN BEISPIEL: H'(Ss, Z3) 31

Gruppe mit einem elementar abelschen Normalteiler, wird in den folgenden Kapiteln noch
weiter untersucht. Dafiir ist folgendes Lemma hilfreich.

Lemma 2.18 G sei eine endliche, polyzyklische Gruppe mit kanonischen Erzeugendensy-
stem (g1,---,Gi+m) und N ein Normalteiler von G mit einem kanonischen Erzeugenden-
system (Gix1,---,91+m)- Es sei H = (hy,..., ) eine endliche, polyzyklische Gruppe mit
oben angegebener Potenz-Kommutator Prdsentation, so daff H = G/N gilt und es einen
Schnitt 7 : H — G gibt mit h;" = g; fir i € {1,...,l} Desweiteren sei G eine zerfallende
Erweiterung und f : {h1,...,j} = N eine Funktion, welche wie in Satz 2.12 beschrieben
zu einem beliebigen Komplement

K =(gif(h;) |i=1,....1)

gehort. Dann ist (g1f(h1),--.,91f(h)) ein kanonisches Erzeugendensystem fiir dieses Kom-
plement.

Beweis: Es sei k; := g;f(h;) fir ¢ = 1,...,1. Nach Satz 2.10 erfiillen diese k; die Potenz-
Kommutator Relationen der h;. Also existiert ein Epimorphismus ¢ : H — K mit
p(hi) = ki, wegen der Endlichkeit von H = K ist ¢ ein Isomorphismus. Dann ist ¢ mit
der Tiefenzuordnung normierter Worte vertauschbar.

Es reicht also zu zeigen, dafl sich k;** und [k;, k;] fir ¢,7 € {1,...,l}, ¢ < j in den

Erzeugern k;y1,...,k; ausdriicken lassen. Dieses zeigt aber sofort der Isomorphismus ¢,
denn die hq, ..., h; bilden nach Voraussetzung eine Potenz-Kommutator Prisentation,
erfiillen also obige Bedingung. it

Wie man am Beispiel Z>* = (g1,92,93,94 | 97 = [9i,9;] = 1) und dem Normalteiler
N = {g1,92) sieht, kann auf die Bedingung an N in Lemma 2.18, daf} also N von den
letzen der g; erzeugt wird, nicht verzicht werden, denn zum Beispiel (g293, g294), (93, 9294)
sind Komplemente zu N, aber weder (g293,9294) noch (g3, g294) sind kanonische Erzeu-
gendensysteme, sonderen miissen noch sortiert und normiert werden.

2.6 Ein Beispiel: H'(S;3, Z3)

Es sei jetzt S4 die symmetrische Gruppe auf vier Punkten und G das direkte Produkt
Sy X Zy von Sy mit der zyklischen Gruppe der Ordnung 2. N sei der dreidimensionale
Vektorraum iiber dem Korper mit zwei Elementen. Dann existiert ein Monomorphismus p,
welcher N auf das direkte Produkt V4 x Z der normalen Kleinschen Vierergruppe V4 von
S4 mit der zentralen Z, abbildet. Die Faktorgruppe G/N* = H ist dann isomorph zu der
symmetrischen Gruppe S3 auf 3 Punkten. Fiir dieses Beispiel soll nun die 1-Kohomologie-
gruppe berechnet werden.
G sei durch folgende Potenz-Kommutator Prisentation gegeben.

=P =c=d*=¢*=[c¢,d =[d,a] =1,
G= <a,b,c,d,e; [b,a] = b,[c,a] =d,[c,b] = cd, [d,b] = ¢ >
[a,e] = [b,e] =[c,e] = [d,e] =1
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Dann ist die Einbettung von N gegeben durch (1,0,0)* = ¢, (0,1,0)* = d und (0,0,1)* = e.
Es sei H = {a,b) mit @ := aN*, b := bN#. Desweiteren sei ein Schnitt 7 : H — G mit
a” = ac und b” = b gegeben. Dann sind die Potenz-Kommutator Relatoren rq(a,b), r2(a, b)
und r3(a, b) fiir H beziiglich a und b

ri(y,y2) =y’
7‘2(1/1;2/2) = Z/23,
r3(yi,y2) = Yoty tyeyiye

und a : H — Aut(N) ist gegeben durch

110 010
A=a(@=| 01 0] ,B=ab=|11 0 ).
0 01 0 01

Zuerst stellen wir gemafi Algorithmus 2.1 die zu den Relatoren gehérenden Gleichungsma-
trizen auf.

(0,0,0)* = (a"n.*)
= a"-nt-a" -nt
= (ac)2-(na*(A+1))”
~—
=d
01 0
= ((0,1,0)+n,| 0 0 0 |)*,
0 0O
(OJOJO)N = (anbM)S

= b mp” b ot b -yt

(ny * (B2 + B +1))*

000
= (m| 0 0 0 |
00 1

(0,0,0)* = (=np)"*-b ' -(=na)*-a Vb mpt - a” gt (—mp)* b

(b~teta " bach™) -

~

v~
=c

(ng x (~A™'BAB~! + B71))».
(nyx (~B"*A7'BAB™! + AB™!

_B
1 00 0
= ((1,0,00+n, | 0 1 0 J+ny| O
0 0 0 0
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fiir Unbekannte n, = (z1,%2,23),mp = (Z4,25,26) € N. Das zum Bestimmen der 1-
Kozykeln zu 16sende Gleichungssystem lautet also nach Algorithmus 2.4 und Lemma 2.11

010 0 0 O 1 0 0
0 0 0 0 0 O 01 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0
(z1, 22,23, %4, %5,%6) 00 0 00 0 000 |= (0,1,0, 0,0,0, 1,0,0).
0 0 0 0 0 O 010
0 0 0 0 0 1 0 0 1

Die Losungsgesamtheit dieses inhomogenden Systems ist
(1,0,0,0,0,0) + ((0,1,0, 0,1,0), (0,0,1, 0,0,0), (0,0,0, 1,0,0)) .

Dies entspricht den vier Punktstabilisatoren der symmetrischen Gruppe auf vier Punkten
zusammen mit den Punktstabilisatoren, bei denen der Erzeuger der Ordnung 2 mit dem
Erzeuger e der zentralen Z, von G multipliziert wurde. Nach Satz 2.10 werden diese Unter-
gruppen erzeugt durch

sy’ = {a,b), ng) = (ae,b),
s = (ad,bd), s = (ade,bd),
s§3) = {ad,bc), s§7) = (ade,bc),
sg‘i) = (ad,bcd), sgs) = (ade,bcd).

Die 1-Korénder entsprechen nach Lemma 2.14 dem Zeilenraum von
010110
M=I-AI-B)={ 0 00100
000 O0O0TG O
und der Zentralisator ist die Losungsmenge von M = 0. Damit ergibt sich sofort, dafl

Z'(H,N)/B'(H,N) = (0,0,1, 0,0,0) + B*(H, N).

Also ist die 1-Kohomologiegruppe H'(S3, V) zyklisch von der Ordnung zwei und Représen-
tanten fiir die Konjugiertenklassen von Komplementen sind

s = (a,b),
e
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Literatur

Eine weiterfithrende Beschreibung der Kohomologiegruppe findet sich in [Hup67]. Die Idee
der Berechnung der 1-Kohomologiegruppe durch lineare Gleichungssysteme lehnt sich an
die Methoden im SQ zur Berechnung der 2-Kohomologiegruppe an, siehe [Weg89].



Kapitel 3
Der Normalisator

In diesem Kapitel wird ein Algorithmus zur Berechnung des Normalisators einer Unter-
gruppe einer endlichen, polyzyklischen Gruppe vorgestellt. Dazu bezeichne ab jetzt G eine
endliche, polyzyklische Gruppe mit Potenz-Kommutator Présentation in den Erzeugenden
Ji,---,9¢- Es sei weiter eine Normalreihe

G=Ni >Ny >... >N, > Npy1 ={1}
mit elementar abelschen Faktoren bekannt, welche von der Kompositionsreihe

G={g91,---,9t) >{g2,.-.,9t) >... >{gr) >(1)

verfeinert wird. Dabei seien die Faktoren N;/N;iq fiir 1 < ¢ < r elementar abelsche g¢;-
Gruppen fiir Primzahlen ¢;. Eine Untergruppe U von G sei durch ein kanonisches Erzeu-
gendensystem {uq,...,us} bezliglich {g1,...,9:} gegeben. Fiir diese Untergruppe U soll
der Normalisator Ng(U) berechnet werden.

3.1 Der Normalisator als Stabilisator

Der Normalisator Ng(U) kann als Stabilisator in G des Punktes U unter der Konjugation
von Untergruppen aufgefafit werden. Dies ist schon in [LNS84] beschrieben worden. Wir
wollen hier nur kurz auf zwei unterschiedliche Ansétze eingehen.

Zum einen ist moglich, den Stabilisator zu berechnen ohne die bei dieser Berechnung
entstehenden, zu U konjugierten Untergruppen abzuspeichern, indem man anstelle der kon-
jugierten Untergruppen U’ des Orbits nur Elemente gy € G abspeichert, so dafl U%v' = U’
gilt. Dies entspricht Algorithmus 1.3 zur Berechnung des Stabilisators. Man braucht also
eine Funktion, welche entscheidet, ob ein Element g € G die Untergruppe U normalisiert.
Diese Funktion liefert

35
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Lemma 3.1 FEs seien G und U wie oben. Dann normalisiert ein Element g € G die Un-
tergruppe U genau dann, wenn

[ui,gleUVi=1,...,s
gilt.

Es ist im allgemeinen effektiver, [u;,g] € U statt uj € U zu {iberpriifen, da hierbei zentralisierte
Elemente auf 1 abgebildet werden.

Zum anderen 188t sich der Stabilisator berechnen, indem man fiir alle konjugierten Unter-
gruppen ein kanonisches Erzeugendensystem abspeichert. Dies entspricht Algorithmus 1.2
zur Berechnung des Stabilisators. Ein kanonisches Erzeugendensystem liefert dabei Lemma,
1.14.

3.2 Reduktion der Orbitlange

Die Methoden des vorhergehenden Abschnitts sind im allgemeinen nicht direkt anwendbar,
da insgesamt [G : Ng(U)] konjugierte Untergruppen zu U beziehungsweise konjugierende
Elemente fiir diese abgespeichert werden miissen. Es ist daher nétig, die auftretenden Or-
bitlangen zu reduzieren. Die in diesem Abschnitt vorgestellten Methoden folgen dabei dem
in [GS92] vorgestellten Algorithmus zur Berechnung des Normalisators einer Untergruppen
einer endlichen polyzyklischen Gruppe.

Es sei N = N, und M = N; fiir ein festes ¢ € {1,...,7 — 1}. Eine erste Reduktion
ermoglicht

Lemma 3.2 Fs sei H eine beliebige Gruppe mit einem Normalteiler L und Untergruppen V
und W. Es sei S das vollstindige Urbild des Normalisators Ny (WL/L). Dann enthilt
S den Normalisator Ny (W) von W in V.

Beweis: Es sei ein beliebiges z € Ny (W) gegeben. Dann gilt (WL/L)*L = W?L/L = WL/L,
also normalisiert L die Untergruppe WL/L. Da aber z im vollstindigen Urbild von
zL liegt, folgt € S und damit die Behauptung. i1

Man beachte, dafl in Lemma 3.2 im allgemeinen die Gleichheit nicht gilt. Dazu betrachte
man die symmetrische Gruppe Ss auf drei Punkten. Dann besitzt S3 eine Untergruppe L
der Ordnung 3, welche Normalteiler ist. Weiter sei W eine der drei zyklischen Gruppen der
Ordnung 2. L und W erzeugen zusammen die S, also ist der Normalisator Ng,,.(WL/L) =
S3/L. Andererseits ist V' selbstnormalisierend. Es gilt aber

Lemma 3.3 FEs sei H eine beliebige Gruppe mit einem Normalteiler L und einer Unter-
gruppe W, so daf8 W den Normalteiler L enthdlt. Dann gilt

Ny (W/L) = Ng(W)/L.
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Beweis: Da die Untergruppe W in ihrem Normalisator enthalten ist, enthilt er auch den
Normalteiler L < W. Mit Lemma 3.2 folgt sofort Ng(W)/L < Ng,r(W/L). Sei also
ein beliebiges xL € Ny, (W/L) gegeben. Dann gilt

(W/L)*™" =W?/L=W]L,

also insbesondere W® = W. Das heifit, es gilt x € Ng (W) und somit xL € Ny (W)/L.
i

Fiir das vollstdndige Urbild S des Normalisators Ng,n(UN/N) liefert Lemma 3.2
Ng(U) = Ns(U),

das heifdt, statt den Normalisator in G zu berechnen, ist es moglich, ihn in der im allgemeinen
kleineren Gruppe S zu berechnen. Dies hat Auswirkungen auf die auftretenden Orbitlingen
und damit auf die abzuspeichernden Untergruppen beziehungsweise konjugierende Elemente.
Bei der Berechnung von S tritt ein Orbit der Lange [G/N : Ng/n(UN/N)] = [G : S] auf,
bei der Berechnung von Ng(U) analog einer der Lange [S : Ng(U)]. Insgesamt liefert dies

[G:S]+[S:Ns(U))
zu berechnende konjugierte Untergruppen, anstelle der
[G: Nag(U)]=[G:S]*[S: Ns(U)]

bei der direkten Berechnung. Dieses Verfahren kann natiirlich rekursiv bei der Berechnung
von S mit G + G/N und N « N,_; angewendet werden, das heifit, es wird der Reihe nach
der Normalisator in G/N; = {1},G/Ns,...,G/N,,G/N,11 = G berechnet.

Wir wollen jetzt annehmen, dafl der Normalisator Ng/n(UN/N) bekannt sei und S
sein vollstdndiges Urbild ist. Es ist—wie oben gesehen—nun Ng(U) zu berechnen. Da
jedoch |N| oder mehr zu U konjugierte Untergruppen bei der Berechnung des Normalisators
Ng(U) auftreten, ist eine weitere Reduktion der Orbitlingen wiinschenswert. Falls UN zum
Beispiel das semidirekte Produkt GF(p")* < GF(p")* der additiven Gruppe GF(p")T des
Korpers GF(p") mit seiner multiplikativen Gruppe GF(p")* ist, gibt es |N| konjugierte
Untergruppen.

Eine weitere Reduktion der Orbitlinge ermdglicht

Lemma 3.4 Es sei H eine beliebige Gruppe mit Normalteiler L und Untergruppen V und
W. Dann gilt
Nv(WNL)>Nv(W).

Beweis: Es sei ein beliebiges z € Ny (W) gegeben, weiter sei ein beliebiges w € WN L gegeben.
Dann gilt einerseits w* € W, da = im Normalisator von W liegt, und andererseits w® € L,
da w in dem Normalteiler L liegt. Insgesamt gilt w* € W N L; da w beliebig war, folgt
x € Ng(W N L). Dies zeigt die Behauptung. it
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Anlog obiger Reduktion nach Lemma 3.2 ermdglicht es Lemma 3.4, indem der Normalisator
Ns(U) als Nygwnar (U) berechnet wird, die auftretenden Orbitlingen auf insgesamt

[S: Ns(UN M)+ [Ns(UNM): Ng(U)]
anstelle der sonst bendtigten
[S: Ns(U)] =[S : Ns(UNM)|*[Ns(UNM):Ns(U)]

zu reduzieren.
Dieses Verfahren kann nun natiirlich auch wieder rekursiv verwendet werden, indem der
Reihe nach die Normalisatoren von

UﬁNT+1={1}SUﬂNrS...SUQNQ<U0N1=U

in S berechnet werden.
Wie in [GS92] lassen sich diese beiden Verfahren zusammenfassen, um den Normalisator
einer Untergruppe U zu berechnen.

Satz 3.5 Es sei G eine beliebige Gruppe mit einer Untergruppe U. Weiter sei eine Normal-
rethe G =Ny > ... > N,_1 > N, = {1} von G bekannt. Wenn N;; das vollstindige Urbild
von Ng/n,_,(UN;_1/N;_1) in G/N; bezeichnet und man der Reihe nach die Normalisatoren
Ni; von Ty; = (UN; N Nj) [/N; in Nigjyq) fiir j =4 —1,...,1 berechnet fiiri=2,...,r +1,
s0 gilt Na(U) = N(ry1)1-

Beweis: Fiir j = 1 zeigt Lemma 3.2 die Behauptung fiir G/N; und UN;/N; und fiir festes i
zeigt Lemma 3.4 die Behauptung fiir beliebige j. i1

Damit ergibt sich folgender Algorithmus.

Algorithmus 3.1. (Verbesserter Normalisator)

Eingabe : e Eine endliche, polyzyklische Gruppe G.

e Eine Normalreihe £ = [G = Ni,...,Npy1 = {1}] mit elementar
abelschen Faktoren.

¢ Eine Untergruppe U von G.
Ausgabe : Der Normalisator Ng(U) von U in G.

Normalizer := function( G, E, U )
S = G/E[2); # = Ng/n,(UN2/N>)
for ¢+ from3 tor+1 do
S := volistindiges Urbild von S < G/E[i — 1] in G/ E[i];
for j from¢—1 downtol do
S := Ns(UE[il/E[i] N E[j]/E[i]);
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od;
od;
return ( S );
end.

Man beachte, da G//N, eine abelsche Gruppe ist, gilt G/N2 = Ng/n,(W) fiir jede Unter-
gruppe W von G/Ns.

3.3 Der lineare Fall

Es sei N = N,. Der Normalisator Ng,n(UN/N) sei schon geméaf§ Algorithmus 3.1 berech-
net worden. S < @ sei sein vollstindiges Urbild. Es muf} als nichster Schritt also der
Normalisator Ng(U N N) von U N N in S berechnet werden.

In diesem Fall ist aber U N N als Untergruppe von N ein Teilraum des Vektorraums
N auf dem die Gruppe S linear operiert. Das heifit, der im allgemeinen recht aufwendige
“collection”-Prozefl und nicht-kommutative Gaufl zur Berechnung der zu UNN konjugierten
Untergruppen kann durch einfachere Matrixmultiplikationen, Vektoradditionen und einen
kommutativen Gauf ersetzt werden.

Es sei B = (g;,,---,9-) ein kanonisches Erzeugendensystem und damit eine Basis fiir
N. Weiter sei N N U durch das kanonische Erzeugendensystem (ni,...,n,) gegeben und
a : G = GL(r — i, + 1,q,) beschreibe die Operation von G auf dem als Vektorraum
aufgefafiten elementar abelschen ¢.-Normalteiler N. Dann 138t sich jede unter g € G zu
U N N konjugierte Untergruppe eindeutig durch die Matrix identifizieren, welche durch
einen vollstdndigen Gaufalgorithmus aus

m(B7n1) * m(Baa(g)aB)

m(B,ny) xm(B, a(g), B)

hervorgegangen ist.

3.4 Reduktion der Orbitlange im allgemeinen Fall

Es sei N = N, M; = N;_; und My = N; fiir ein festes 4 mit i € {1,...,r — 1} und
MiNU # M>NU. Der Normalisator S = Ng+(UNMs) von UN M,, fiir G* als vollstandiges
Urbild von Ng,n(UN/N), sei schon gem&f8 Algorithmus 3.1 berechnet worden. Es muf} als
nichster Schritt also der Normalisator Ng(U N M7) von U N M; in S berechnet werden.
Mit Abschnitt 3.1 ist dies direkt moglich, jedoch kénnen die auftretenden Orbitlangen
durch Anwendung des Homomorphieprinzips im allgemeinen weiter reduziert werden. Dabei
ist zugelassen, daf die Ordnungen von (U N M;)/(U N Ms) und N nicht teilerfremd sind,
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das heif3t, ¢, = ¢; ist moglich. Fiir den Fall, daf} ¢, # ¢; gilt, kann jedoch—wie der nichste
Abschnitt zeigt—auf einen Orbitalgorithmus vollig verzichtet werden.

Die Orbitldngen werden durch Anwenden der Kohomologietheorie aus Kapitel 2 redu-
ziert. Zuerst wollen wir uns jedoch die Beziehungen der auftreten Untergruppen verdeutli-
chen.

Nach Konstruktion gilt U < S < Ng(UN). Aus der Definition von S folgt sofort, dafl
U N Ms ein Normalteiler von S ist. Ein weiterer Normalteiler von S ist durch N NS gegeben.
Fiir diese beiden Normalteiler gilt

(NNS)N(UNM) = NNSNUN M

(SNU)N (NN M,)
= UNN,

siche Figur Seite 42. Es sei N* := (NN S) - (UN M,). Dann ist N*/(UN M) = (NN
S)/(N NU), also eine elementar abelsche ¢.-Gruppe. Es gilt weiterhin

Lemma 3.6 Es seien G, N, M1, M> und U wie oben angegeben. Dann schneiden sich die
Unterguppen N* = (N NS) - (UN Ms) und (U N M) in der Untergruppe U N M.

Beweis:

“D”: Nach Defintion von N* = (NN S) - (U N Ms) liegt die Untergruppe U N M in
N*. Andererseits ist M7 nach Voraussetzung eine Obermenge von Ma, also liegt U N M2
auch im Schnitt von U und M;. Damit enthélt der Schnitt von N* und U N M; die
Untergruppe U N Mo.

“C”: Es sei ein beliebiges x € N* N (U N M;) gegeben. Dann existieren Elemente
ne(NNS),mye (UNM) <Uund m; € UNM; < U mit x = nms = my. Also
gilt n = my/me € U und damit n e UN(NNS) =UNN < UN M. Daher folgt
z = nmg € UN M,. Die Unterguppe U N My enthilt damit den Schnitt von N* und
UnN M.

Insgesamt gilt also die Gleichheit. it

Es sei eine weitere Untergruppe U* von S gegeben durch U* := (U N My) - N*. Fiir diese
Untergruppe gilt dann sogar

Lemma 3.7 Essei G, N, M1, My, U und S wie oben angegeben. Dann ist die Untergruppe
U*=({UnNM,)-N* von S ein Normalteiler von S.

Beweis: Man beachte, dafl nach Algorithmus 3.1 schon Ng(UN) > S gilt. Nach Definition
von N*ist U* = (UNM;)-(NNS)-(UNMs). Da aber die Untergruppe (U N M3) schon
ein Normalteiler von S ist, gilt also

U = (UNM)-(NNnS)-(UNM,)
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(UNM)-(UNM)-(NNS)
= (UNM)-(NnS).

Wir miissen also zeigen, dafy das Produkt (U N Mj) - (N N S) normal in S ist.
Dazu sei jetzt ein beliebiges z € (UNM;7)-(NNS) < S und ein s € S gegeben. Dann 146t
sich z in einen U N M; Anteil u und einen N NS Anteil n aufspalten. Da s nach obiger
Bemerkung schon UN normalisiert, liegt also insbesondere v in UN. Daher existieren
Elemente v’ € U und n' € N mit u® = u'n’'. Insgesamt gilt mit dieser Setzung

z° = (u-n)

= u -n

= u -nn.

Andererseits liegt aber nach Konstruktion sowohl w € U N M7 als auch n’ € N < M in
dem Normalteiler M;. Da M; ein Normalteiler ist, gilt also auch v® € M;. Damit folgt
aber v/ = u®xn'"' € My, und somit liegt v’ in U N M;. Da n in dem Normalteiler N
und der Untergruppe S von G liegt, folgt auch hier n® € (N N S). Da jetzt also z*, u'
und n® in der Untergruppe S liegen, mu auch n’ = v’ 'z(n®)~! € S gelten. Insgesamt
zeigt dies aber z® € (UN M;) - (N NS). it

Anlog zu obiger Beweisfilhrung in Lemma 3.7 gilt

Lemma 3.8 FEs sei eine beliebige Gruppe H mit Normalteiler L und einer Untergruppe U
gegeben. Weiter sei S eine Untergruppe von H, so daff Ng(UL) > S > U gilt. Dann folgt
aus LNS =LNU, daff U ein Normalteiler von S ist.

Es seien also die Untergruppen N* und U* von S definiert durch N* = (N N S) - (U N My)
und U* = (UN M) - N*. Dann liegt nach obigen Uberlegungen nun folgende Situation vor.
Dabei sind die nichttrivialen Normalteiler von S umrandet. N NU ist nach Algorithmus 3.1
ein Normalteiler von S.



42 KAPITEL 3. DER NORMALISATOR

Un M,

Falls also die Faktorgruppe (N N S)/(NNU) = N*/(U N M) trivial ist, das heift,
NNS = NNU gilt, folgt mit Lemma 3.8, dal UNM; ein Normalteiler von S ist. Damit ist der
Normalisator von UN M; in S gegeben durch S. Da aber die Bedingung NNS = NNU nur
von S und nicht von My, M, abhingt, folgt sofort S = Ng(U). Damit gilt aber S = Ng(U)
nach Lemma 3.4 und der Algorithmus 3.1 kann an dieser Stelle schon abgebrochen werden.

Es sei also NN S # N NU vorausgesetzt. Damit ist dann insbesondere N*/(U N Ma)
ein nichttrivialer elementar abelscher Normalteiler von S/(U N Mz). DaUnN M, C U N M;
gilt und U N M3 ein Normalteiler von S ist, folgt mit Lemma 3.3

NS(U N Ml)/(U N Mz) = NS/(UﬂMg)((U N Ml)/(U N M2))

Wir kénnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit zur Vereinfachung der Schreibweise
UN M = {1} annehmen.

Es sei jetzt K = {K < U* | KN* = U*, KN N* = {1}}. Dann operiert S via
Konjugation auf K, denn fiir ein beliebiges Komplement K zu N* in U* und ein s € S gilt
K® < (U*)* =U* und K*N* = (KN*)®* = (U*)®* = U* und somit K* € K. Da U* ein
Normalteiler von S ist, ist die U*-Bahnenzerlegung von K eine Blockzerlegung von K fiir
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die Operation von S auf K. Durch Berechnung des Blockstabilisators Ng((U N M;)U") 158t
sich die Orbitldnge weiter reduzieren. Diesen Weg wollen wir nun einschlagen.

Der Operationsbereich I, ndmlich die Menge aller Komplemente in U* zu N*, entspricht
nach Kapitel 2 den 1-Kozykeln aus Z!(U N M;, N*), die verschiedenen Bldcke entsprechen
den Elementen der 1-Kohomologiegruppe H'(U N M;, N*). Der Stabilisator von U N M;
unter Konjugation mit Elementen aus S 148t sich nach dem Homomorphieprinzip aus dem
Blockstabilisator Ng((U N M;)V") und dem Stabilisator Ny« (U N My) von U N M; unter
Konjugation mit Elementen aus U* zusammensetzen. Daher zuerst

Lemma 3.9 Es sei H eine beliebige Gruppe mit Normalteiler L und einem Komplement
K zu L. Dann gilt

Nu(K) = K-NL(K)
- K.-C(K).

Beweis: Einerseits gilt K- Np,(K) C Ng(K), anderseits 148t sich jedes Element h € Ny (K) C
H = KL zerlegen in einen K-Anteil ¥ € K und L-Anteil | mit h = kl. Dann gilt aber
K" = K* = K!' = K und damit h € K - N.(K).
Es bleibt also NL(K) = CL(K) zu zeigen. Es sei ein beliebiges £ € K und n € Np(K)
gegeben. Dann liegt (n~1)* in L und ¥" in K. Also

E o lken = (n Y =k""k" € KN L = {1},

das heifit n zentralisiert k. Da k beliebig war, gilt also n € Cr(K), dan € Np(K)
beliebig war, auch N (K) C CL(K). Dies zeigt insgesamt die Aussage. it

Den Zentralisator Cn+(U N M;) erhalten wir aber schon bei der Berechnung der 1-Ko-
homologiegruppe mit Algorithmus 2.4.

Um den Normalisator nach Lemma 1.17 rekonstruieren zu konnen, miissen wir in der
Lage sein, zu zwei Elementen eines Blockes ein konjugierendes Element zu finden. Mit
Lemma 2.18 148t sich ein solches Element als Lésung einer inhomogenen Gleichung berech-
nemn.

Insgesamt 148t sich der Normalisator Ng(U N M7 ) mit folgendem Algorithmus berechnen.

Algorithmus 3.2. (Néachster Normalisatorschritt (allgemein))

Eingabe : o Zwei CGS der Schnitte U N M1 und U N M-, dabei gelte U N M; #
U N M.

e Ein CGS des Normalisators S von U N M, im vollstindigen Urbild
von Ng/n(UN/N) und des Schnitts N NS, sodaB NNS # NNU
gilt.

Ausgabe : Ein CGS des Normalisators Ng(U N M;).
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NextStep :
N*
U*
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function( S, NNS, UNnM;, UNMs )

= =(NﬂS) (U N M,);
= (UN M) - N*;

rels := Potenz-Kommutator Relationen von (U N My)/(U N My);

tmp := OneCocyles( U*/(U N M), N*/(U N Ms), rels );

B1 := tmp.B1; # Gruppe der 1-Korander

CN := tmp.CN; # Zentralisator Cn+/wnm,) (U N M) /(U N Mz))
if B1 = {0} then

else

fi;

Stab := Stabilisator von U N M7 in S/U*;
NN := Volisténdiges Urbild von Stab < S/U* in S;

BS := Stabilisator von YUnM)/(UnMs) + Blin S/U*;
for ¢ from1l to Length(BlockStab) do
BS]Ji] := Ein Reprisentant von BS[i] € S/U*;
od;
Stab := [J;
for i froml to Length(BS) do
n := ConjugatingElement(
U*/(U n MZ);
N*/(U n MZ);
(UnN M)/ (UN M),
(UN M)/ (U 1 M) P50
Stab[i] := BlockStab[i] x n=1;
od;
Stab := Closure( Stab, (UN M;)/(U N M), CN );
NN := Volistindiges Urbild von Stab < S/(U N M3) in S;

return NN;

end.

Die Stabilisatoren seien dabei als Stabilisatoren unter Konjugation beziehungsweise der
entsprechenden Operation auf der 1-Kohomologiegruppe zu verstehen. Ist die 1-Kohomo-
logiegruppe trivial, gibt es nur einen Block, auf dem S/U* operieren kann, und damit ist
der Stabilisator dieses Block gleich ganz S/U*.

Man beachte, dafl man fiir den Algorithmus nicht explizit die Gruppe der 1-Kozykeln

bendtigt.

3.5 Der teilerfremde Fall

Die Bezeichnungen seien wie im vorhergehenden Abschnitt. Zusdtzlich gelte ¢, # ¢;, das
heiit, N* /(U N M) ist ein Hallscher Normalteiler von U* /(U N M5). Damit sind aber nach
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dem Satz von Schur-Zassenhaus, siehe [Hup67] I1.§18, alle Komplemente zu N*/(U N Mz)
konjugiert. Wir konnen in Algorithmus 3.2 also von vornherein annehmen, dafy die 1-
Kohomologiegruppe trivial ist und die Berechnung entsprechend fortsetzen.

Der Vektorraum N*/(U N M,) habe die Dimension m und das Komplement
(UN M;)/(U N Ms) habe das kanonische Erzeugendensystem ki, ..., k. Dann 148t sich ein
Element des Normalteilers, welches ein Komplement in ein anderes konjugiert, nach Lemma
2.15 durch Losen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems mit m Unbekannten und
m * [ Gleichungen bestimmen.

Eine andere Mdglichkeit, ein solches Element zu finden, liefert folgender Satz von S. P.
Glasby und M. C. Slattery in [GS92], welcher auf einen Satz von Kantor und Taylor ([K'T88])
zuriickgeht.

Satz 3.10 Es sei G eine endliche polyzyklische Gruppe mit einer Potenz-Kommutator Pri-
sentation in den Erzeugern (g1,...,g:). Weiter seien K und H zwei Untergruppen, welche
eine gemeinsame Untergruppe L enthalten, so dafi der Index [K : L] = [H : L] = p eine
Primzahl ist und L normal in H und K ist. Dann gibt es Elemente k € K und h € H mit
K =(L,k) und H = {(L,h). Fiir diese Elemente sei ein elementar abelscher q-Normalteiler
N bekannt, so daff hN = kN und q # p gilt. Dann gilt fir

z = (mh - (m2)*) .. (mp )BT
mit m = h™'k und t eine ganze Zahl, so daff —pt =1 mod p gilt, daf8
H? = K.
Beweis: Siehe [Gla87] 48-50. It

Dieser Satz ermdglicht

Algorithmus 3.3. (Konjugierendes Element (teilerfremd))

Eingabe : o Eine endliche, polyzyklische Gruppe G mit AG-System < g1,...,g¢ >
und einem elementar abelschen g-Normalteiler N mit CGS <

gry- -5 0t >
e Untergruppen W und V gleicher Ordnung von G, so dal WN =V N
gilt.

e FEinen Normalteiler K von G, welcher in W NV enthalten ist, so dafl
W/K und damit V/K p-Gruppen fiir eine Primzahl p # q.

Ausgabe : Ein Element n € N mit W" = V.

ConjugatingElementCoprime := function( N, W, V, K )
w := Représentanten eines kanonischen Erzeugendensystems von W/ K;

vi=[];
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end.
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for ¢ from1l to Length(w ) do
v[i] := Ein Element v aus V mit vK N = w[i]|K N;
od;
z = 1py;
0 := Eine ganze Zahl mit —op = 1 modulo ¢;
for ¢ fromLength(w ) downtol do
tmp := (w[i]*)~! x vlil;
y := Ein Element y € V mit tmp € yN;
z =y L xtmp;

z =z ([[E2L(z9)0l g
(H,_l( ) ) ;
od;

)
return ( x );

Mit N« (NnS), K+ (UNM), W « (UN M;) und V der zu W konjugierten Un-
tergruppe berechnet dieser Algorithmus dann das gesuchte Element. Man beachte, daf3
die Komplexitét dieses Algorithmus im wesentlichen von der Léinge [ des kanonischen Er-
zeugendensystem fur (U N M;)/(U N Mz) und der Primzahl p abhéngt und nicht wie der
Algorithmus nach Lemma 2.15 von [ und der Dimension des Normalteilers N.

Insgesamt 148t sich der Normalisator von U N M; wie folgt berechnen.

Algorithmus 3.4. (Néchster Normalisator (teilerfremd))
Eingabe : o Zwei CGS der Schnitte U N M; und U N M», dabei gelte U N M; #

U N M.

e Ein CGS des Normalisators S von U N Ms im vollstdndigen Urbild
von Ng/n(UN/N) und des Schnitts NN S, sodaB NNS # NNU
gilt und N und (U N M;)/(U N Ms) teilerfremde Ordnungen haben.

Ausgabe : Ein CGS des Normalisators Ng(U N My).

NextStepCoprime := function( S, NNS, UNM;,, UNMsy )

N*:=(NNnS)-(UnN M,);
U* .= (UnNM,)-N*
CN := OneCoboundaries( U*/(U N Ms), N*/(U N Ms) ).CN;
Stab := Reprisentanten fiir S/U™;
fori from1l to Length( Stab) do
n := ConjugatingElementCoprime(
U*/(UN M),
N*/(UN M),
(UNM)/(UnN M),
(UN M) /(U N Mg))Statll);






