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Kapitel 1

Einleitung

Fiir Permutationsgruppen sind seit mehr als einem Jahrhundert effiziente Me-
thoden bekannt, um festzustellen, ob eine gegebene Permutationsgruppe die vol-
le alternierende Gruppe enthélt (C. Jordan, 1873). Wahrend sich mit Hilfe von
Stabilisatorketten in Permutationsgruppen viele Strukturfragen losen lassen, war
die MeatAxe, welche Ende der siebziger Jahre von R. Parker zur Bestimmung
der Kompositionsfaktoren eines Moduls entwickelt wurde, lange Zeit der wich-
tigste auf Matrixgruppen iiber endlichen Kérpern anwendbare Algorithmus. Die
meisten anderen Matrixgruppenalgorithmen bestanden darin, eine Permutations-
darstellung zu finden.

Auf der Oberwolfach-Tagung 1988 stellte J. Neubiiser die Frage, ob sich fiir Ma-
trixgruppen nicht wenigstens ein Analogon zu Jordans Algorithmus finden 148t.
Ein Algorithmus also, welcher entscheidet, ob eine gegebene Matrixgruppe eine
klassische Gruppe ist.

Drei Jahre spéter stellten P. Neumann und C. Praeger einen Algorithmus vor, wel-
cher diese Frage fiir die lineare Gruppe beantwortet [NP92]. Seitdem wurden viele
Verbesserungen, Variationen und Verallgemeinerungen dieser Ideen veroffentlicht
[NP], [CLGI7b], [KS97], [CFLI7]. All diesen Algorithmen ist gemein, daff sie
wesentlich starker als Jordans Methoden Strukturaussagen iiber die zugrundelie-
genden Gruppen bendtigen und dabei auch - direkt oder indirekt - Gebrauch von
der Klassifikation der endlichen Gruppen machen. Die Algorithmen lassen sich
hierbei in zwei Klassen einteilen, ndmlich solche, welche die Frage konstruktiv
beantworten, das heifit, sie bestimmen ein Standarderzeugendensystem aus den
gegebenen Erzeugern, und solche Algorithmen, welche die Frage durch Ausschluf}
aller moglichen Untergruppen l6sen.

Aschbachers Klassifikation der maximalen Untergruppen klassischer Gruppen
[KT1.90] liefert eine Einteilung der moglichen maximalen Untergruppen in 8 Klas-
sen, welche die Operation der Matrixgruppe auf dem zugrundeliegenden Vektor-
raum beschreiben, sowie eine Ausnahmeklasse ,kleiner* Gruppen.

3



4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Seit dem Erfolg des Neumann/Praeger-Algorithmus, welcher diese Klassifikati-
on benutzt, liegt ein wesentlicher Schwerpunkt im Bereich der algorithmischen
Matrixgruppentheorie darin, Matrixgruppen innerhalb dieser Klassen zu erken-
nen. Dabei bedeutet ,erkennen® zum einen, zu bestimmen, in welcher Klasse eine
gegebene Gruppe liegt, zum anderen, in diesen Gruppen zu rechnen.

Das Ziel der konstruktiven Erkennung von Matrixgruppen ist es, eine Subnor-
malreihe zu konstruieren, so daB man Methoden zur Verfiigung hat, in den auf-
tretenden Faktorgruppen zu rechnen, sie also konstruktiv erkennen kann.

Die folgenden Kapitel befassen sich damit, zu zeigen, dal man in Gruppen einer
dieser Klassen, namlich den klassischen Gruppen, rechnen kann. Genauer gesagt,
geben sie Algorithmen an, welche nicht nur entscheiden, ob eine gegebene Gruppe
eine lineare oder symplektische Gruppe ist, sondern es zusatzlich ermoglichen,
Elemente aus dieser Gruppe als Wort in den gegebenen Erzeugern zu schreiben.
Damit ist es nun moglich, den Kern eines Epimorphismus einer Matrixgruppe auf
eine solche Gruppe zu bestimmen, und so eine Reduktion durchzufiihren.
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Kapitel 2

Grundlagen

Es sei H eine endliche Gruppe, X eine Teilmenge von H und ¢ die von X erzeugte
Untergruppe von H.

Fir auflésbare oder symmetrische Gruppen H lassen sich fiir die Untergruppe G
Fragen nach ihrer Ordnung, Enthaltensein von Elementen aus H und nach vielen
Strukturaussagen, zum Beispiel nach Sylowgruppen, Normalteilern, Normalisa-
toren, Zentralisatoren, beantworten. Dabei beruhen manche dieser Algorithmen
auf der speziellen Struktur der Gruppe H, zum Beispiel auf der Benutzung von
Stabilisatorketten fiir Permutationsgruppen oder Normalreihen mit elementar
abelschen Faktoren fiir endliche, auflosbare Gruppen, andere, zum Beispiel die
Berechnung der normalen Hiille, lassen sich generisch formulieren, so daf sie nur
den Enthaltenseinstest fir Elemente benotigen.

Falls G eine Untergruppe der vollen linearen Gruppe ist, so bestanden die bishe-
rigen gruppentheoretischen Algorithmen darin, einen Monomorphismus von G in
eine symmetrische Gruppe zu finden, indem man G auf dem zugrundeliegenden
Vektorraum operieren lie. Da jedoch zum Beispiel die klassischen Gruppen kei-
ne Untergruppen von kleinem Index besitzen, ist dieser Ansatz in diesen Fallen
schon fiir moderate Dimensionen und Korpergroflen zum Scheitern verurteilt.

Charles Leedham-Green stellte nach dem Erfolg der Methoden von Neuman und
Praeger zur Erkennung des Isomorphietyps einer Matrixgruppe die Frage, ob sich

fir H = GL(d, q) die folgenden Probleme losen lassen:
1. Was ist die Ordnung der von X erzeugten Untergruppe G
2. Liegt ein gegebenes Element aus H auch in G7

3. Wie schreibt sich ein Element aus G als Wort in X7

Dabei ist klar, daf} sich 2. beantworten 1at, falls man 1. losen kann, schlieflich
liegt ein Element ¢ aus H genau dann in G, wenn die Ordnungen von ' und
(G, a) tubereinstimmen. Dies ist nicht so ineffizient wie es auf den ersten Blick

7



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

scheint. Die Algorithmen fiir auflésbare Gruppen bzw. Permutationsgruppen be-
nutzen eine Abwandlung davon, die zusdtzlich auch noch 3. 16st. Folgendes sehr
einfache Beispiel demonstriert anhand einer abelschen Gruppe das Grundprinzip
des Durchsiebens eines Elements aus H durch eine Untergruppenkette von G.

Es sei H eine elementar abelsche Gruppe. Um die Ordnung von G zu bestimmen,
kann man eine Kompositionsreihe

G=Go>Gi...>Gy ={1}

von (& berechnen, indem man zum Beispiel nach Wahl einer Basis fiir H einen
gewohnlichen GauBalgorithmus durchfithrt. Die Ordnung von G 1aBt sich nun
als [I[G; : Gi41] ablesen. Der GauBalgorithmus liefert fir die Faktoren G;/G;41,
welche zyklisch von Primzahlordnung sind, Elemente g;, so dal G; = (Giy1,¢9:)
ist. Stellt man ein Element a in der gewdhlten Basis dar, so 1a8t sich direkt ent-
scheiden, welches die kleinste Untergruppe G ist, die a enthélt, und mit welcher
Potenz von g; man a multiplizieren muf}, damit das Produkt in G4 liegt. Diese
Vorgehensweise, das sogenannte Durchsieben des Elements a durch die Komposi-
tionsreihe, liefert einen Enthaltenseinstest: Siebt man ein Element aus H durch
die Reihe von G, so erhélt man entweder die Identitat, in diesem Fall liegt das
Element a in G, oder man stellt fest, dafl der durchgesiebte Rest b in keinem G}
liegen kann. In diesem Fall 148t sich eine Kompositionsreihe fiir G* = (G, a) an-

geben, indem man G = (G, b) und G| = {1} wéhlt. Dies liefert ein Verfahren,
um die Kompositionreihe fiir G iterativ zu konstruieren, welches natiirlich dem
GaufBalgorithmus entspricht. Merkt man sich wiahrend des Aufbaus der Reihe wie
sich die Elemente g; als Worter in X ausdriicken, so 148t sich auch Aufgabe 3.

16sen.

Ist nun H eine beliebige, nicht notwendigerweise abelsche, auflosbare Gruppe,
so funktioniert das obige Verfahren des Durchsiebens immer noch, statt eines
gewoOhnlichen GauBalgorithmus mufl man nur eine nicht-kommutative Variante
withlen, siehe [LNS84]. Man kann wieder die Kompositionsreihe iterativ aufbauen,
indem man mit der Reihe der vom ersten Element aus X erzeugten zyklischen
Gruppe beginnt, die weiteren Elemente aus X durchsiebt und eventuell die Reihe
mit den nicht-trivialen Resten vergroflert. Beim Vergréflern mit einem weiteren
Element muffl man zusdtzlich zum elementar abelschen Fall noch Potenz und
Kommutatoren des neuen Elementes betrachten.

Ist H eine symmetrische Gruppe, so lait sich fiir G im allgemeinen keine Kompo-
sitionsreihe mit zyklischen Faktoren finden. Fiir das Durchsieben reicht es jedoch,
eine Reihe zu wéahlen, so dafl man fir G; einen Satz von Elementen {g}l), e ,gﬁgn")}
besitzt, sowie ein Verfahren, um fiir ein mutmaBlich in G; liegendes Element a
aus H ein Wort w in den gfj) bestimmen zu koénnen, so daf§ das Produkt aus
a und w in G4y liegt, falls a tatsdachlich in G; lag. Fiir Permutationsgruppen

besitzt die sogenannte Stabilisatorkette die gewiinschten Eigenschaften. Operiert

H auf Q@ = {1,...,n} und wihlt man eine Basis B = {#,,...,5,} C Q fir G



aus, das heifit, eine Teilmenge B von Q mit der Figenschaft, da} der punktweise
Stabilisator Gz trivial ist, so ist die Stabilisatorkette

G=Gy>Gpy=G >...>G={1}.

Fine solche Kette 1aBt sich mit Hilfe des Schreier-Sims-Algorithmus [L.eo80] aus-
rechnen, fir die Elemente ggj ) wihlt man ein Vertretersystem fir die Rechtsne-
benklassen G;\G,1:. Es 146t sich nun wie im Fall der abelschen bzw. auflésbaren
Gruppen fiir ein mutmaBlich in G; liegendes Element a aus H leicht feststel-
len, welches gfj) abzudividieren ist, um ein Element aus (G;4; zu erhalten, falls a
tatsiachlich in G; lag, indem man die Operation von a auf f3; betrachtet und den

entsprechenden Nebenklassenvertreter wahlt.

Ist H nun die volle lineare Gruppe GL(d,q), ¢ = p*, so 1aBt sich natiirlich auch
wieder eine Stabilisatorkette wahlen, als Operationsbereich kann man den zu-
grundeliegenden Vektorraum nehmen und als Basis eine gewéhnliche Basis des
Vektorraums. Da H jedoch transitiv auf den nicht-trivialen Vektoren operiert,
erhilt man fiir G = H im ersten Schritt bereits eine Bahn der Linge ¢ — 1. Da
die groBten Untergruppen von H, welche SL(d, ¢) nicht enthalten, jedoch &hnlich
groBlen Index haben, 1ait sich auch durch Wahl eines anderen Operationsbereichs
keine wesentlich geeignetere Stabilisatorkette finden.

Man kann jedoch versuchen, folgende Subnormalreihe zu benutzen, um Problem
3. zu losen. Operiert G nicht irreduzibel, so kann man mit Hilfe der MeatAxe
[Rin93] fiir G einen Epimorphismus ¢ auf eine irreduzibel operierende Matrix-
gruppe M finden.

Kennt man eine Prasentation (S'|R') fir M = ¢(G) auf Erzeugern ¢(X'), so
erzeugen die Elemente r’ (X", ri € R, den Kern K des Epimorphismus ¢ als
Normalteiler. Denn ist F' die freie Gruppe auf {f;}, so ist das folgende Diagramm
kommutativ.
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Fir G ist jedoch Problem 3. noch nicht 16sbar, so dafl man z! € X' nicht als
Wort in X schreiben kann. Da M kleinere Ordnung hat, kann man per Rekursion
davon ausgehen, dafl man in M bereits Problem 3. 16sen kann.

Ist nun zum Beispiel M die spezielle lineare Gruppe, so kann man ¢(X’) als
geeignete Menge von Transvektionen wihlen. Der in Kapitel 3 vorgestellte Al-
gorithmus liefert zusdtzlich zu diesen Transvektionen Worter w;, v;, so daf
o(zh) = wi(e(z;)) und p(z;) = vi(e(z!)) gilt. Durch Tietze-Transformationen
1aBt sich daher eine Prasentation (S|R,s; = v;(w;(s;))) fiir M auf den Erzeugern
©(X) finden.

Nun sind dies im allgemeinen viel zuviele Erzeuger. Ist zum Beispiel der Kern
eine einfache Gruppe so erzeugen zwei Zufallselemente mit hoher Wahrscheinlich-
keit bereits den ganzen Kern [LS]. Anstatt also eine Présentation zu verwenden,
kann man folgenden Algorithmus benutzen, um Zufallselemente im Kern K zu
bestimmen.

(2.1) Lemma: Es sei G eine endliche Gruppe, M eine Untergruppe und R ein
Vertretersystem fir die Nebenklassen, d. h. G = U,erMr. Fs se1 g € R der zu
g € G gehorende Nebenklassenvertreter. Ist g ein Zufallselement in G, so ist g/q
ein Zufallselement in M.

Damit ergibt sich folgender Algorithmus, um ein Element im Kern des Epimor-
phismus ¢ zu bestimmen. Fiir a € G sei w, ein Wort mit w,(p(X)) = ¢(a).

(2.2) Algorithmus ,,Zufallselemente im Kern*

a := Random(G);
b := MappedWord( a.word, X, phi(X) );
c := w_b; # schreibe b als Wort in den Erzeugern phi(X)

return a / MappedWord( c, phi(X), X );

Durch einen einseitigen Monte-Carlo Algorithmus (siehe Definition (2.7)) lafit sich
unter Benutzung von (2.2) nun ein Erzeugendensystem fiir den Kern bestimmen.

(2.3) Algorithmus ,, Kernbestimmung*:

e Man beginnt mit der Untergruppe K', welche von z;/w, (X) erzeugt wird.
Da M nicht trivial ist, mufl der Kern K echt kleiner als GG sein, man kann
daher wieder per Rekursion annehmen, daff sich in K’ < K Problem 2.
16sen 1483¢t.

e Man bestimme mit Algorithmus (2.2) nun n Zufallselemente in K. Liegen
all diese Elemente in K’, so kann man mit Wahrscheinlichkeit 1 — (1/2)”
annehmen, daff K = K’ gilt, denn sind K und K’ verschieden, so ist der
Index von K’ in K mindestens 2. Liegen nicht alle Elemente in K'; so
vergrofert man K’ und beginnt mit neuen Zufallselementen.
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(2.4) Bemerkung: Das heifit, man kann durch abwechselnde Verwendung der
MeatAxe zur Bestimmung eines Epimorphismus ¢ und obigen Monte-Carlo Algo-
rithmus zur Bestimmung eines FErzeugendensystems fiir den Kern eine Subnor-
malreihe

G=G>GD>...>Gy DGy =P> G, ={1}

konstruteren, wobet fir die Gruppen G;, 1 < n — 1, ein Epimorphismus @; in
eine irreduzibel operierende Matrizgruppe M; bekannt ist und Gy der durch den
Monte-Carlo Algorithmus (2.3) bestimmte Kern von p; ist.

Pafit man in jedem Schritl die Basis des zugrundeliegenden Vektorraums an, so
haben die Elemente aus Gy die Gestalt

* %
0 *« /7’
wdhrend die Elemente aus (G bereils von der Form
Edl *
0 =«

sitnd. Die Elemente des Kerns P von @,_o haben daher bei geeigneter Basiswahl
die Gestall

Eq  * % *
0 Ed2 * *
0 0 : *
0 0 0 Fy_,

Die Gruppe P ist also eine p-Gruppe bestehend aus oberen Dreiecksmatrizen, fir
diese Gruppe laf§t sich ein sogenanntes kanonisches Erzeugendensystem auflosba-
rer Gruppen bestimmen.

Hat man die Reihe G; berechnet und eine Darstellung von M;, welche es er-
laubt, die Probleme 1. bis 3. zu losen, so liefert das Durchsieben einen einseitigen
Monte-Carlo Algorithmus (2.7) fiir den Enthaltenseinstest von Elementen aus H
in G, bei welchem ein posiltives Ergebnis korrekt ist, ein negative Krgebnis je-
doch falsch sein kann, wenn die Rethe nicht korrekt war. Denn die berechnelen
Untergruppen G; sind hochstens zu klein, d. h. echt im Kern enthalten.

Man kann durch Konjugation der Erzeuger von Gy mit den Erzeugern von G
zumindest iberprifen, ob die Untergruppen G,y1 in G; normal sind. Fs existie-
ren jedoch bisher noch keine Algorithmen, um die Berechnung der Kerne G; zu
verifizieren.

Siehe [Pye97].

Nun liegen die Faktorgruppen, sofern es sich nicht bereits um eine volle linea-
re Gruppe handelt, in einer maximalen Untergruppe. Eine genauere Beschrei-
bung der in Frage kommenden Gruppen liefert Aschbachers Klassifikation der
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maximalen Untergruppen der klassischen Gruppen. Aschbacher untersucht fiir
die maximalen Untergruppen in Frage kommende Normalteiler innerhalb dieser
Untergruppen, um so alle maximalen Untergruppen zu klassifizieren. Liegt M; in
einer maximalen Untergruppe, so liefert der Schnitt mit dem dort vorkommen-
den Normalteiler eine Subnormalreihe von M; und damit eine Verfeinerung der
Subnormalreihe von G.

Die Klassifikation 148t sich wie folgt zusammenfassen:

(2.5) Bemerkung: Fs sei U eine mazimale Untergruppe der vollen linearen
Gruppe GL(d,q). Dann ist U enlweder

o cine klassische Gruppe (linear, symplektisch, unitir oder orthogonal) mo-
dulo Skalarmalrizen in threr natirlicher Darstellung,

o U lifit sich iber emnem grofieren Kdrper aber in kleinerer Dimenston zu-
sammen mil einem Korperautomorphismus realisieren,

o es extstiert modulo Skalarmatrizen ein nicht-trivialer Homomorphismus von
U in GL(d',q), d < d, in GL(d,q'), ¢ < q oder in eine symmelrische
Gruppe vom Grade < d, oder

o U/Z(U) enthdll eine einfach Gruppe S und ist in der Aulomorphismen-
gruppe Aut(S) enthalten. G heifit in diesemn Fall fast einfach. Ist S keine
alternierende Gruppe, so ist zusdlzlich die Ordnung durch ¢** beschrdnkt.

Siehe [KL90].

Liegt zum Beispiel eine Faktorgruppe M; in einer maximalen Untergruppe, wel-
che sich tiber einem kleineren Korper schreiben 1at, so kann man die Reduktion
natiirlich auch fiar M; durchfiithren. Liegt M; in einer maximalen Untegruppe U,
welche imprimitiv operiert, so ist das Blocksystem fiir U auch ein Blocksystem
fiir M;. Man erhélt hierdurch eine weitere Verfeinerung der Subnormalreihe von
G, ndmlich eine Subnormalreihe von M;, wobei der erste Faktor einen Monomor-
phismus in eine Permutationsgruppe von Grad kleiner oder gleich d besitzt. Ist
U nicht fast einfach, so ergeben sich in allen Fallen dhnliche Reduktionen.

Ist U fast einfach und kann man ausschliefen, dafl M; auch in einer maxima-
len Untergruppe der anderen Kategorien liegt, so weifl man, dal /' und auch M
absolut irreduzibel und primitiv operieren, daf sich der zugrundeliegende Vektor-
raum nicht als invariante Tensorpotenz oder Tensorprodukt schreiben l1afit, dafl
keine klassische Form invariant gelassen wird, dal die Darstellung iiber keinem
kleineren Korper realisiert werden kann, und dafi die Ordnung (bis auf obige
Ausnahmen) durch ¢*¢ beschrinkt ist.

Lassen sich fiir die Faktorgruppen die Aufgaben 1. bis 3. 16sen, so lassen sie sich
auch fiir G beantworten. Dabei reduziert sich 3. wieder auf ein Durchsieben durch
die Subnormalreihe.
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Die urspriinglich gestellten Aufgaben sind also 16sbar, sobald man

¢ Eine Subnormalreihe mit ,handhabbaren“ Faktoren fiir (G bestimmen kann.
e Fiir diese Faktoren die Aufgaben 1. bis 3. 16sbar sind.

Es stehen fiir Matrixgruppen einseitige Monte-Carlo Algorithmen [CL.G97b] sowie
[NP] zur Verfiigung, welche entscheiden, ob GG eine klassische Gruppe ist. Ist dies
der Fall, so konnen bereits Aufgabe 1. und 2. jedoch nicht 3. gelost werden,
im anderen Fall erhdlt man Hinweise auf die méglichen Aschbacher-Kategorien,
welche eine genauere Untersuchung von G erleichtern.

Operiert G imprimitiv, so 146t sich mit Hilfe von Smash [HLGOR96] ein Block-
system bestimmen, in diesem Fall erhalt man fir den entsprechenden Faktor
(;/Giy1 sogar einen Monomorphismus in eine Permutationsgruppe kleinen Gra-

des.
Mit den Methoden von Leedham-Green/O’Brien [LGO97] 148t sich — falls sie

existiert — eine Zerlegung des Vektorraums als Tensorprodukt sowie die Operation
auf den Faktoren bestimmen.

Die MeatAxe erlaubt es, im Falle einer nicht absolut irreduzibel operierenden
Gruppe ihre Elemente in Matrizen {iber einem gréfieren Korper und von kleinerer
Dimension umzuschreiben.

Ist GG eine fast einfache Gruppe, so ist ihre Ordnung relativ klein. In diesem Fall
kann man versuchen, aus der Verteilung der Elementordnungen einiger Zufallsele-
mente statistische Aussagen tiber in Frage kommende sporadische Gruppen oder
Chevalley-Gruppen zu erhalten, die Methoden von Kantor und Seress [KS97] bzw.
Cooperman, Finkelstein, Linton [CF1.97] zur ,,Black-Box“ Erkennung klassischer
Gruppen zu verwenden, oder eine Permutationsdarstellung zu konstruieren.

Ich mochte in den folgenden Kapiteln zeigen, dafl sich Aufgabe 3. 16sen 148t, falls
entweder (G die spezielle lineare Gruppe enthilt oder GG eine nicht ausgeartete Bili-
nearform oder quadratische Form invariant 148t und die zu dieser Form gehérende
spezielle Gruppe der Isometrien enthélt. Dabei wird nur der Fall betrachtet, daf
(¢ in seiner natiirlichen Darstellung auftritt.

In Kapitel 3 gebe ich eine Verbesserung und Analyse eines von C. R. Leedham-
Green vorgeschlagenen Verfahrens fiir die spezielle lineare Gruppe an [CLG],
in Kapitel 4 eine Verallgemeinerung des Algorithmus zur Bestimmung einer in-
varianten Form, in Kapitel 5 ein Verfahren fiir die symplektische Gruppe und
in Kapitel 6 einen Ausblick auf eine Verallgemeinerung des Verfahrens auf die
unitaren und orthogonalen Gruppen.

Diese Verfahren sind auf den Fall ausgelegt, dafl die entsprechende klassiche Grup-
pe in ihrer natiirlichen Darstellung auftritt. Daher sind die Laufzeiten im Ver-
gleich zu [KS97] bzw. [CFLI7] um GroBenordnungen besser. Jedoch lassen sich
die hier vorgestellten Verfahren nur sehr bedingt auf “Black-Box”-Gruppen ver-
allgemeinern.
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2.1 Komplexitiatstheorie

Um die Komplexitat von Algorithmen zu untersuchen, bedient man sich der fol-
genden Landausymbole, welche helfen, das asymptotische Verhalten der Lauf-
zeiten zu beschreiben. In vielen Fallen ist es zwar moglich, genaue Abschéatzun-
gen anzugeben, jedoch lohnt sich die Mithe meist nicht, da eine asymptotische
Abschétzung zusammen mit Laufzeiten fiir typische Werte meist einen besseren
Eindruck vermittelt, wie gut oder schlecht ein Algorithmus ist.

(2.6) Definition: Es sei g eine Funktion von IN nach IRY?. Die Landausymbole
O, O und Q sind wie folgt definiert:

1. O(9) = {f:IN = IR™ | Ing € IN;cj,c > 0: 0 < eg(n) < fln) <
c29(n), Vn > no}, g ist fir f € O(g) eine asymptotisch enge Schranke,

2. O(g) = {f:IN = IR™ | Ing € IN;e > 0: 0 < f(n) < egln), Vn > ne}, g
ist fir f € O(g) eine asymptotisch obere Schranke, O(g) wird mit Gro8-O
von g bezeichnel,

3. Q(g) ={f:IN = IR | Ing € IN,e > 0: 0 < cg(n) < f(n), Vn > no}, g
ist fir f € Q(g) eine asymptotisch untere Schranke.

Man kann die Definition auf Funktionen mit Definitionbereich IN x ... IN aus-
dehnen, indem man statt n > ng fordert, dal n auBerhalb eines am Nullpunkt
verankerten Hyperwiirfels mit Kantenldnge ng liegt.

(2.7) Definition: Fs sei A ein Algorithmus, F sein Fingabebereich. Es sei k eine
Funktion von E nach IN x ... x IN, welche die Grofie der Fingabe mafit.

1. Der Algorithmus A hat Komplexitit f:INx...xIN — IR™, falls seine Lauf-
zeit bei Kingabe von e € E durch f(k(e)) beschrinkt ist. Er hat Komplexitdil
O(f), falls seine Laufzeit durch g(k(e)) fiir einen festen Reprisentanten g,
das heifit unabhingig von e, aus O(f) beschrinkt ist.

2. Fin randomisierter Algorithmus st ein Algorithmus, welcher zur Berech-
nung seines FErgebnisses Zufallszahlen benutzt.

3. Fin Monte-Carlo Algorithmus ist ein randomisierter Algorithmus, bei wel-
chem das Ergebnis nur mit einer (von der Fingabe unabhdngigen) Wahr-
scheinlichkeit 1—e¢, 0 < e < 1/2, richlig ist. Das heif§it insbesondere, daf fiir
jede Fingabe e eine Folge von tm Algorithmus benutzten Zufallszahlen exi-
stiert, so dafl der Algorithmus das richlige Ergebnis liefert. Wegen € < 1/2
liefert die Mehrheit der Folgen das richtige Ergebnis.

4. Fin Las Vegas Algorithmus von Komplexitit O(f) ist ein randomisierter
Algorithmus, dessen Laufzeil bei Fingabe von e € E mit Wahrscheinlichkeit
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1 —¢, 0<e<1, welche unabhingig von e ist, durch g(k(e)) beschrinkt ist
fir ein festes g € O(f). Das Ergebnis ist jedoch — im Gegensatz zum Monte-
Carlo Algorithmus — immer richtig.

5. Ein Algorithmus A mit Ausgabebereich {Ja, Nein} heifit einseitiger Monte-
Carlo Algorithmus, falls A ein Monte-Carlo Algorithmus ist, bei welchem
jedoch das Ergebnis Ja immer richtig ist.

Es sei A ein Las Vegas Algorithmus von Komplexitdt f mit Wahrscheinlichkeit
1 —e Esseien 0 < ¢ < eund n € IN mit € < ¢. Fihrt man den Algorithmus n
Mal hintereinander aus und bricht bei Eingabe von e jeden Lauf ab, sobald er die
Laufzeit f(n(e)) iberschreitet, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl keiner der Laufe
ein Ergebnis produziert, €”. Das heifit, das n-fache Hintereinanderausfithren hat
Komplexitiat nf € O(f) mit Wahrscheinlichkeit €. Die Komplexitit eines Las Ve-
gas Algorithmus ist also wohldefiniert, da O(f) nicht von der Wahrscheinlichkeit
€ abhéngt.

Alternativ 1a8t sich ein Las Vegas Algorithmus wie folgt definieren.
(2.8) Definition: Fin Las Vegas Algorithmus A von Komplexitdt f mil Erfolgs-
wahrscheinlichkeit 1 — ¢, 0 < e < 1, ist ein randomisierter Algorithmus, welcher

nach Laufzeil f(n(e)) mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ ein richliges Ergebnis oder
mit Wahrscheinlichkeit ¢ ,unbekannt® produziert.

(2.9) Bemerkung: Die erwartete Laufzeit bis zum Erfolg eines Las Vegas Algo-
rithmus A mit Laufzeit [ und FErfolgswahrscheinlichkeit 1 — ¢ ist

1

1 —¢

- f€Oo(f).

Denn mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ hat A bei Fingabe von e eine Laufzeit von
f(k(e)), mit Wahrscheinlichkeit e bendtigt A zwei oder mehr Ldufe, u. s. w. Damit
ergibt sich als Erwartungswert fir die Laufzeil bei Fingabe von e folgende Summe

JE)(1 =)+ e2f(k(e))(1 =) +...) = > if(k(e)e™ (1 —¢)

=1

= () T il =€)

- f<k<e>>§oé

1
S )

€

(2.10) Beispiel:
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1. Der in GAP implementierte Primzahllest (starke Pseudoprimzahl sowie Lu-
kas-Pseudoprimzahl) liefert zwar unter Umstinden ein falsches Ergebnis,
er ist trotzdem kein Monte-Carlo Algorithmus, da der Algorithmus nicht
randomisiert ist.

2. Fin ,Random-Schreier-Sims“ Algorithmus (ohne Verifikationschritt) ist ein
Monte-Carlo Algorithmus, bei welchem man bei verschiedenen Ergebnissen
entscheiden kann, daff zumindest die kleineren Ordnungen falsch sind, denn
die berechnete Ordnung kann hochstens zu klein aber nie zu groff sein. Man
kann allerdings ohne Verifikationschritl nicht entscheiden, ob das Mazimum
der berechneten Ordnungen der tatsdchlichen entsprichl.

3. Formuliert man den vorhergehenden ,Random-Schreier-Sims® Algorithmus
als Ja/Nein-Algorithmus zur Frage ,Ist die Ordnung grofer als eine gege-
bene Zahl m*“, so erhdlt man einen einseitigen Monte-Carlo Algorithmus,
denn eine Nein Anlwort kann falsch sein, eine Ja Antwort ist jedoch immer
richtig.

4. Fs seit M eine endliche Menge, T die Teilmenge der ,guten® FElemente
aus M. Die Mdchtigkeit von T sei |M|/n. Die ,blinde Suche” nach guten
Elementen in M, das heifit, man wdhlt zufdllig n Flemente aus M aus, ist
ein Las Vegas Algorithmus der Komplezitil (= Anzahl der Zufallselemente)
n mit Wahrscheinlichkeit 1 —e™' (<1 — (1 —1/n)").

(2.11) Bemerkung: Man kann also nach Bemerkung (2.9) erwarten, dafi man
im Durchschnitt n/(1—(1—1/n)") € O(n) Zufallselemente braucht, um ein gutes
Element zu finden.

Dies mag auf den ersten Blick merkwirdig erscheinen, da die blinde Suche,
bei welcher man jedes Zufallselement direkt testet, eine erwartete Anzahl von
n Versuchen hat. Diese Anzahl ergibt sich analog zu (2.9): die Wahrscheinlich-
keit mil einem Versuch ein gutes Element zu finden, ist 1/n, die Miferfolgs-
wahrscheinlichkeit ¢ daher 1 — 1/n, und somil ist die erwartete Anzahl gleich
1/l —=(1=1/n)) -1 =n.

Der Unterschied in den Algorithmen liegt darin, daff in /. immer n FElemente
auf einmal auswdhlt und dann erst getestet wird, wihrend man bei der blinden
Suche mit direklem Test ein Flement nach dem anderen wdhlt und testet. Bei 4.
wdhlt man also immer n Elemente, selbst dann, wenn das erste Element bereils
gut war, daher ist die Anzahl der bendtigten Flemente tm Durchschnitt hoher.

Leider ldfit sich die blinde Suche mit direkten Test nicht als Las Vegas Algorithmus
formulieren, da die Laufzeitwahrscheinlichkeil nicht abhingig von n sein darf.

Fine theoretische Anndherung ldf§t sich erzielen, indem man den Algorithmus 4.
wie folgl umformuliert: Wahlt man statl n nur max(1, [n/100]) Elemente zufdllig
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aus, so benoligt der Algorithmus n/100 statl n Elemente (fir n grofi genug),
jedoch betrigt die Erfolgswahrscheinlichkeit nur noch 1 — (1 — (1/n))"/1%0 > 1 —
e~1/100 2 0.00995 statt 1 —e~t. Insgesamt jedoch ergibt sich damit eine erwartete
Laufzeit von ungefihr 1/0.009957/100 = 1.005n.

Ich werde in den folgenden Kapitel nur noch die Formulierung 4. zur Analyse der
Komplexitat benutzten und nicht weiter auf (2.11) eingehen, die Implementatio-
nen der Algorithmen hingegeben benutzen immer die blinde Suche mit direktem
Test.

Ist F die Sternalgebra fiir ein Alphabet A, das heifit, £ ist die Menge aller
Worter in A, so mifit man die Grofle der Eingabe meist als Anzahl der zur Einga-
be benétigten Symbole aus A. Bei Matrixgruppenalgorithmen wird die Gréfe der
Eingabe jedoch im allgemeinen als Paar (d, ¢) aus Dimension des zugrundeliegen-
den Vektorraums und Grofle des zugrundeliegenden Kérpers angegeben. Wiirde
man die zur Eingabe benotigten Symbole zdhlen, so ergdben sie die Komple-
xitatsaussagen als Funktionen von d? log ¢, was zu recht unhandlichen Ausdriicken
fuhrt. Dabei sei immer vorausgesetzt, dafl | X| klein, insbesondere unabhangig von
d und ¢ beschrankt ist, so daf§ |X| in die Komplexitatsangaben nicht eingeht.

Man mifit die Laufzeit in elementaren Operationen, in den folgenden Kapiteln
werden diese elementaren Operationen — soweit nicht anders angegeben — im-
mer Multiplikation und Addition im endlichen Kérper IF, sein. Dabei werden
Multiplikation und Addition gleichgewichtet gezahlt. Dies entspricht dem in GAP
verwendeten Modell der Zech-Logarithmentafel fiir endliche Kérper und der An-
nahme, daf} die vorkommenden Grundkérper IF, ,klein® sind. Méchte man mit
groferen Korpern rechnen, so lassen sich die Zech-Logarithmentafeln nicht mehr
abspeichern, und man muf} zu alternativen Darstellungen der Kérperelemente
tibergehen. Die Darstellung als Restklassen eines Ideals in IF,[z] benotigt zur Ad-
dition O(k) Operation in IF, und zur Multiplikation O(k?) Operation in IF,. Die
Addition in IF, bendtigt O(log p) Bit-Operationen, die Multiplikation O((log p)?)
Bit-Operationen. Insgesamt lassen sich die Operationen in IF, in diesem Modell
also in O((klogp)?) Bitoperationen durchfithren. Mochte man die Laufzeit in
diesemm Modell betrachten, so miissen die angegebenen Laufzeiten mit dem Fak-
tor O((klog p)?) multipliziert werden, um in Bit-Operationen umgewandelt zu
werden.

2.2 Einzeilenprogramme

Es sei G eine Gruppe mit Erzeugendensystem X. Um fir g € G das Element ¢g”
als Wort in X hinzuschreiben, benétigt man O(n) Multiplikationen. Gibt man
stattdessen eine Vorschrift an, welche der ,russischen Bauernmultiplikation® ent-
spricht, kommt man mit O(log(r)) Multiplikationen aus. Es ist daher sinnvoll,
ein Element g € G nicht linearisiert als Produkt in X anzugeben, sondern ein
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sogenanntes Einzeilenprogramm oder eine Berechnungsvorschrift in X zur Be-
stimmung von g anzugeben.

(2.12) Definition: Fs sei G eine Gruppe mit Erzeugendensystem X.

1. Die Folge (ay,az,...,a,) von Ausdricken heifit Einzeilenprogramm der
Liange n fir ein Element w € G, falls a; € X, a; = (aj,—1) oder
a; = (aj,ay) fir j,k < i gilt und a, ausgewertet als Element von G dem
FElement w entspricht. Dabei wird (a;, —1) als Inverses des ausgewertelen
Ausdrucks a; und (a;,ay) als Produkt der ausgewertelen Ausdricke a; und
ay geselzl.

2. Die Folge (ai,as,...,a,) von Ausdricken heifit Einzeilenprogramm der
Lénge n fiir eine Folge von Elementen wy,...w,, € G, falls die a; von
der in 1. beschrieben Form sind und a,_; ausgewertel als Element von G
dem Flement w;r1, 0 <1 < m, entsprichl.

Hat man fiir Elemente w; und w, Einzeilenprogramme der Liange ny bzw. ng
gegeben, so existieren fiir das Inverse wy' bzw. das Produkt w;w, Einzeilenpro-

gramme der Lange ny + 1 baw. nq + ngy + 1.

Einzeilenprogramme entsprechen Ausdrucksbdumen, wenn man zulaft, dafl in
diesen Baumen gleiche Teilbdume gemeinsam genutzt werden. Diese ,,Baume®
sind in diesem Fall keine Bdéume mehr, sondern nur noch gerichtete, zykelfreie
Graphen.

Ab jetzt sei unter .Berechnung eines Wortes“ immer ., Berechnung eines Wortes
” b
als Einzeilenprogramm® zu verstehen.

2.3 Zufallselemente

Die in den folgenden Kapiteln beschriebenen Algorithmen sind randomisiert, sie
benotigen Zufallselemente aus G = (X). Es existiert ein ,,Black-Box“ Algorithmus
von Babai [Bab97], welcher fiir eine Gruppe der Ordnung héchstens n in O(log n)
Multiplikationen ein Zufallselement berechnet. Dieser Algorithmus benétigt eine
Initialisierungsphase, in welcher O(log n) Elemente in O((log n)®) Multiplikatio-
nen berechnet werden. Da jedoch eine Matrixmultiplikation bereits O(d?) Korpe-
roperationen benotigt und n nur durch O(qu) beschrankt werden kann, erfordert
die Berechnung eines Zufallselementes bereits O(d° log ¢) Kérperoperationen.

Stattdessen kann man den folgenden Algorithmus benutzen, er benétigt zur Be-
rechnung eines Zufallselementes nur eine Multiplikation, das heifit im Falle von
Matrizen O(d*) Korperoperationen, jedoch garantiert er — im Gegensatz zu Ba-
bais Algorithmus — keine Gleichverteilung der Zufallselemente.
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Es sei G das Erzeugnis von X = {z;}, N > |X|. Es sei weiter S die Folge

{z1,22,..., x|, 1, 2, ...} der Linge N.
(2.13) Algorithmus ,,Pseudozufallselemente“

i :=Random( [ 1 .. N ] );

repeat
j := Random( [ 1 .. N 1] );

until 1 <> j;

if Random( [ ’1’, ’r’ ] ) = ’r’ then
S[i] := S[i] * S[jT;

else
SCi] := s[j] * slil;

fi;

return S[i];

Es sei K eine natiirliche Zahl. Die Initialisierungsphase des Algorithmus besteht
aus der K-fachen Anwendung von (2.13). Fir die in [CLGM™*95] betrachteten
Beispiele geniigte K' = 60. Die Berechnung eines Pseudozufallselementes benotigt
nur eine Multiplikation, die Initialisierungsphase damit also K* Multiplikationen.

(2.14) Satz: Es sei m die mazimale Anzahl von Erzeugern in einem irredun-
danten Frzeugendensystem von G und es sei N > 2m. Fs sei Y die Menge der
geordneten N-Tupel aus G, welche G erzeugen. Mit Sy sei das Element aus 'Y ge-
meint, welches aus S nach t-facher Anwendung von (2.13) entsteht. Dann strebl
fir v € Y die Wahrscheinlichkeit p,(S; = v) gegen 1/]Y] fiir t gegen oo.

Beweis: Siehe [CLGM*95]. 11

S enthélt immer ein — moglicherweise redundantes — Erzeugendensystem. Es ist
daher anzunehmen, daf Algorithmus (2.13) Erzeuger gegeniiber Nichterzeugern
— zum Beispiel Frattinielementen — bevorzugt.

In den folgenden Kapiteln werden die Komplexitatsaussagen, um unabhangig vom
verwendeten Zufallsalgorithmus zu sein, aufgespalten nach Anzahl der Zufallsele-
mente und zur Verarbeitung der Zufallselemente bendtigten Koérperoperationen
angegeben.

Jedoch haben Liebeck und Shalev [LS], gezeigt, daB in einfachen Gruppen, die
Wahrscheinlichkeit, dal zwei Zufallselemente die Gruppe erzeugen, gegen 1 strebt,
wenn die Gruppenordnung gegen unendlich strebt. Es ist daher anzunehmen, daf
(2.13) fiir klassische Gruppen brauchbare Ergebnis liefert. In 3.6 zeigt sich, daf}
Algorithmus (2.13) fiir den in Kapitel 3 vorgestellten Las Vegas Algorithmus eine
geeignete Verteilung liefert, wenn man von einem zufilligen Erzeugendensystem
ausgeht, was nach (2.4) in den anvisierten Anwendungen gegeben ist.
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2.4 Lineare Algebra und Darstellungstheorie

Dieser Abschnitt faBit die im folgenden bendétigten, wohlbekannten Sétze tiber
Normalformen von Matrizen aus der lineare Algebra und die aus der Darstel-
lungstheorie benotigten Sétze und Aussagen tiber Moduln zusammen. Die Nor-
malformen werden in den folgenden Kapitel eine wichtige Rolle spielen, da Aussa-
gen iiber Matrizen auf Aussagen tiber Normalformen reduziert werden. Fiir diese
lassen sich leichter wichtige Invarianten, wie Minimalpolynom, charakteristisches
Polynom und Zentralisator, berechnen.

Folgende Algorithmen berechnen das charakteristisches Polynom bzw. das Mi-
nimalpolynom einer linearen Abbildung a eines d-dimensionalen Vektorraums V
iiber dem Korper IF,.

(2.15) Algorithmus ,,Charakteristisches Polynom*

W := TrivialSubspace(V);
c :=1;
while Dimension(W) < Dimension(V) do
b := Random( Difference( V, W ) );
Spinne b modulo W mit a auf bis Abhaengigkeit eintritt.

d := Polynom dieser Abhaengigkeit modulo W;
U := Aufgesponnener Unterraum;
c :=c * d;
W := Closure( W, U );
od;
return c;

Beweis: Es sei V = Vi >V, > ... >V, = {0} eine Folge IF,(a) invarianter
Teilrdume, so daBl V;/Vi41 als IF,(a)-Modul zyklisch ist. Dann ist das charakte-
ristische Polynom von a das Produkt der Ordnungspolynome von @; und eines
nicht-trivialen Vektors, wobei @; die auf V;/V;;; von a induzierte Abbildung ist.

Die in (2.15) berechnete Folge von Teilrdumen W erfiillt diese Bedingung, die
Polynome d sind entsprechende Ordnungspolynome. Daher ist ihr Produkt ¢ das

charakteristische Polynom von a. 11

2.16) Algorithmus ,,Minimalpolynom*
g 9 poly

W := TrivialSubspace(V);
c :=1;
while Dimension(W) < Dimension(V) do
b := Random( Difference( V, W ) );
Spinne b mit a auf bis Abhaengigkeit eintritt.
d := Polynom dieser Abhaengigkeit;
U := Aufgesponnener Unterraum;
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0
1]

Lem( c, d );
Closure( W, U );

=
1]

od;
return c;

Beweis: Es sei {c1,...,ci} eine Basis des Vektorraums V. Dann ist das Mini-
malpolynom von a das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungpolynome
von a und ¢;. Es sei U = <b>||:q<a> ein zyklischer IF,(a)-Modul. Dann teilen die

Ordnungspolynome von a und v € U das Ordnungspolynom von a und b.

Algorithmus (2.16) zerlegt V' als (nicht notwendigerweise direkte) Summe zy-
klischer Teilmoduln U; = (b;). Nach der vorhergehenden Bemerkung ist das
kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnungspolynome von a und b; das Mini-
malpolynom. 11

(2.17) Bemerkung: Die Komplexitit der Berechnung des charakteristischen Po-
lynoms betrigt O(d®), siehe [Wil65]. Der Algorithmus fir das Minimalpolynom
ist ein Las Vegas Algorithmus mit Komplexitit O(d® max(1,log, d)). Die nicht
randomisierte Variante hat Worst-Case O(d*), siehe [CLGY97a]. Ist jedoch das
Minimalpolynom quadratfrei, so ist es gleich dem charakteristischen und die Kom-
plexitit sinkt auf O(d?).

FEs existieren Algorithmen von Michler und Staszewski [MS95] bzw. Burichen-
ko [Bur96], welche eine Normalform in O(d®) Kérperoperationen berechnen. Da
sich aus der Normalform das Minimalpolynom ablesen lif§t, konnen diese Algo-
rithmen an Stelle von (2.16) verwendet werden. Die auftretende Konstante in der
Laufzeitabschitzung ist aber grofier als die in (2.15) vorkommende.

In den folgenden Kapiteln sind die auftretenden Polynome im allgemeinen jedoch
quadratfrei, so daf sich hierdurch keine Verbesserung erzielen ldfit.

(2.18) Definition: Es sei K ein Korper, o € K, d > 0. Es sei N = (n;;) € K
die Matriz milt n;; = 1, falls g = 1+ 1, und Null sonst. Dann heifit die Matrix
Ji(a) = aEq+ N € K% Jordanblock oder Jordankistchen der Dimension d

zum Eigenwert «.

(2.19) Satz: Es sei K ein Kérper und a € K™%, Das Minimalpolynom m,(x)
von a zerfalle in Linearfaktoren m,(z) = [ (z — o)™, oy # ;. Dann ist a
konjugiert zu einer Blockmatriz mit Jordankdstchen Jdi](ozi), di; > di41) auf
der Diagonalen. Dabet existiert fir jedes o mindestens ein Jordankdstchen mat

Figenwert o;. Fir alle v,y gilt d;; < n; und mindestens fir d;y gilt die Gleichheit.

Beweis: Siehe [Lip77] i1

(2.20) Bemerkung: Fs komme o; mit Vielfachheit m;, 2 < m; <3, im charak-
teristischen Polynom von a vor. Es sei e; die Dimension des Figenvektorraums
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zum Figenwert o;. Dann bestimmen m; und ¢; die Dimensionen d;; fir dieses
t. Insbesondere existiert ein Jordankdsichen zum Eigenwert o; der Dimension 2,
falls e; < m;.

Zerfallt das charakteristische Polynom nicht in Linearfaktoren, so kann man in
einen Zerfallungskoérper gehen, und dort die Jordannormalform berechnen.

FEine andere Moglichkeit ist die verallgemeinerte Jordannormalform [Gre67].
Hat @ Minimalpolynom e¢(z)° fiir ein irreduzibles Polynom ¢(z) vom Grad
n und erzeugt v den Vektorraum als IF,(a)-Modul, so hat a in der Basis
{bi1y .y bipy by b}y fiir by = c(a)™'a v, i = 1,...,e, j = 1,...,n, fol-
gende Gestalt.

(2.21) Definition: Fs sei K ein Korper, ¢(x) ein normiertes, irreduzibles Poly-
nom aus K[z] vom Grad n. Es sei C € |[F," die zugehorige Begleitmalriz und es
set N € IF,** die Malriz mit N;; = 1, falls n|i und j = i+1, und 0 sonst. Dann
heifit J.(c) = diag(C,...,C)+ N € IF,"**“" verallgemeinertes Jordankastchen.

Entsprechend Satz (2.19) existiert fiir jede Matrix eine verallgemeinerte Jordan-
normalform [Gre67].

(2.22) Bemerkung: Ist V ein d-dimensionaler Vektorraum iber IF,, so lifit sich
V bekanntermassen mit |F 4 identifizieren. Ist andererseils ein Singerzykel z, das
heifit ein Automorphismus von V der Ordnung q% — 1, gegeben, so lift sich die
von z erzeugte Gruppe mit der multiplikativen Gruppe des Korpers identifizieren.
Es lassen sich in diesem Fall ein Gruppenhomorphismus ¢ : IF a* — GL(V) und
ein Vektorraumisomorphismus ¢ : |\F,a — 'V finden, die vertriglich miteinander

sind, das heifit, es gilt v (a)p(b) = ¢(ab) fir alle a # 0 und b # 0.

Ist andererseils a ein Automorphismus von V mit irreduziblem charakteristischen
Polynom, so lifst sich immer eine Finbettung des Korpers|F a finden, so daf$ a in
©(IF ) liegt. In diesem Fall erzeugt a den Kérper (als Ringerzeugnis), jedoch im
allgemeinen nicht die multiplikative Gruppe (als Gruppenerzeugnis). Im folgenden
sei mit ,a als Element von |F,a“ immer eine solche Einbettung gemeint.

(2.23) Beispiel: Hal eine Matriz a aus GL(d, q) ein irreduzibles charakteristisches
Polynom und die Ordnung n, so ist a™ firm =n/ggT(n,q—1) eine Skalarmatriz.
Denn a ist iiber |Fa diagonalisierbar, es seien \; die Figenwerte von a in IFa.
Dann hat X7* eine Ordnung, welche g — 1 teill, liegl also im Kérper I[F,. Da alle
Ai konjugiert unter dem Frobeniusautomorphismus (x +— z?) sind, miissen alle
AT gleich sein.

Das Lemma von Schur beschreibt den Endomorphismenring eines einfachen Mo-

duls.
(2.24) Lemma:
1. Es seien M und M' einfache Moduln und o € Hom(M, M"), dann ist o ein

Isomorphismus oder a = 0.
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2. Ist M ein einfacher Modul, dann st sein Endomorphismenring ein Schief-
kdrper.

Beweis: Siche [Miil80] Lemma 1.6. i1

Mit dem Lemma von Schur 148t sich auch sehr einfach die Struktur des Zentra-
lisators in GL(d, ¢) eines irreduzibel operierenden Elements bestimmen.

(2.25) Lemma: Hat a € GL(d, q) ein irreduzibles charakteristisches Polynom, so
ist sein Zentralisator in der GL(d, q) isomorph zum Kérper |F .

Beweis: Es sei V der Zeilenraum |qu. Da a ein irreduzibles charakteristisches
Polynom hat, ist V als IF,(a)-Modul einfach. Nach dem Lemma von Schur (2.24)
ist der Endomorphismenring von V also ein Schiefkérper, nach dem Satz von
Wedderburn ist jeder endliche Schiefkorper kommutativ. Der Endomorphismen-
ring besteht somit aus allen mit a vertauschbaren Elementen aus GL(d, ¢) sowie

der Nullmatrix. Mit Bemerkung (2.22) folgt damit die Behauptung. 1t

Ist eine Matrix a (nicht notwendigerweise mit irreduziblem charakteristischen
Polynom) gegeben, so kann man mit folgendem bekannten Trick aus der Darstel-
lungstheorie den Endomorphismenring, das heifit die Menge der mit a vertausch-
baren Matrizen, mittels eines linearen Gleichungssystems berechnen. In vielen
Fallen ist es damit moglich, auch den Zentralisator zu bestimmen.

1
3 a) € GL(2,q) ein zweidimensionaler

b
d

(2.26) Beispiel: Fs sei Jy(a) = (

Jordanblock zum Figenwert o # 0. Fs sei (CCL ) € GL(d,q) eine Malriz,

welche Jy(a) zentralisiert. Dann folgt

(40) = ().

Damit ergibt sich folgendes lineare Gleichungssystem

aoe a+ba\ [ aa+c ab+d

ca ¢+do | ac ad )
Da die zentralisierende Matriz invertierbar ist, mufl somit ¢ = 0, a = d # 0
gelten und der Zentralisator hat Ordnung q(q —1).

(2.27) Beispiel:

1. Analog zum vorhergehenden Beispiel (2.26) erqibt sich der Zentralisator der
Blockmatriz diag(Jy(a), o) in GL(3,q) als

b
a | a,e € IF,*,b,¢c,d € IF,}.
d

—
o o8

a O 0



24 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Der Zentralisator hat also Ordnung ¢° - (¢ — 1)

2. Ist dagegen o £ 3, so hal der Zentralisator von diag(J2(a), 3) nur Ordnung
qlg — 1)*.

Ein Modul heifit halbeinfach, wenn er (direkte) Summe einfacher Moduln ist.
Man kann diese Definition leicht auf Matrizen tibertragen:

(2.28) Definition: Fine Matriz a € IF,"** heift halbeinfach, falls der Zeilenvek-
torraum Y = |qu als IF,(a)-Modul halbeinfach ist.

(2.29) Bemerkung: Man kann ohne Finschrinkung annehmen, daf a in verallge-
meinerter Jordannormalform ist. Dann folgt sofort, daff a genau dann halbeinfach
ist, wenn das Minimalpolynom von a quadratfrei ist, das heifit, wenn keine mehr-
dimensionalen verallgemeinerten Jordanblocke auftreten. Denn ist V halbeinfach,
so lafit sich eine Basis wdhlen, in welcher a eine Blockmatriz mil Begleitmatrizen
zu irreduziblen Polynomen auf der Hauptdiagonalen ist.

In Anlehnung an die Definition reguldrer Elemente in algebraischen Gruppen
(siehe [Bor69] IV.12) kann man regulédre Elemente in GL(d, ¢) wie folgt definieren.

(2.30) Definition: Eine Matriz a € GL(d, q)**? heifit regulér, falls das charak-

teristische Polynom von a quadratfrei ist.

(2.31) Bemerkung: Nach Bemerkung (2.29) sind reguldre Elemente auch halb-
einfach. Thr Zentralisator ist minimal unter allen Elementen gleicher ,Gestalt”,
das heifit, ist a in verallgemeinerter Jordannormalform mit Blocken der Dimen-
sionen d; auf der Diagonalen und ist b ebenfalls eine Diagonalblockmatriz mil
Blocken der Dimension d;, so ist die Ordnung des Zentralisators von b minde-
stens so grof$ wie die Ordnung des Zentralisators von a, vgl. Lemma (2.25).

2.5 Die Ordnung einer Matrix

Dieser Abschnitt faBt den in [CLGY7a] beschriebenen Algorithmus zur Berech-
nung der Ordnung einer Matrix zusammen. Eine Variation dieses Algorithmus
wird in Abschnitt 3.2 benotigt.

Fir Permutationen 1t sich die Ordnung als das kleinste gemeinsame Vielfa-
che der Zykellangen berechnen, fiir Matrizen ist dieser Ansatz nicht praktikabel,
da die zu erwartenden Zykellangen zu grofl sind. Daher benutzt man folgenden
bekannten ,, Teile-und-Herrsche® Algorithmus:

(2.32) Satz: Fs sei g eine Element einer Gruppe G. FEs sei n = IIl_pj" ein
Vielfaches der Ordnung von g. Die Primzahlen p; seien paarweise verschieden.
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Dann kann die Ordnung von g in

2(1 + [logat])|logzn]

Multiplikationen berechnet werden.

Beweis: Falls ¢ = 1 ist, so 148t sich durch Berechnung der Potenzen g7, j =
1,2,..a; — 1 die Ordnung von g bestimmen.
Ist £ > 1, so setzt man ny = Il¢/op;" und ny = Il;/5¢;p;*. Man bestimmt
nun rekursiv die Ordnung o; des Elements g™, welche ny teilen mufl. Danach
bestimmt man die Ordnung oy von ¢°1, welche n; teilen muf. Die Ordnung von

g ergibt sich als Produkt o70,. i1

(2.33) Bemerkung: FEs ist nichlt notwendig, daf$ die Zahlen p; Primzahlen sind.
Handelt es sich um zusammengesetzte aber immer noch paarweise tetlerfremde
Zahlen, so wird nicht die Ordnung von g sondern die kleinste positive Zahl o der
Form IIp;" bestimmt, fir welche g° gleich 1 ist.

Um eine Vielfaches der Ordnung zu bestimmen geniigt es, die Grade der irre-
duziblen Faktoren des Minimalpolynoms zu kennen. Der p’-Anteil der Ordnung
héngt einzig und allein von den irreduziblen Faktoren ab, wihrend der p-Anteil
von den Vielfachheiten bestimmt wird. Dazu sei a eine Matrix mit Minimalpoly-
nom f(z)°, wobei f(z) ein irreduzibles Polynom vom Grade n sei. Da IF, vollkom-
men ist, hat f(z) in seinem Zerfallungskorper nur einfache Wurzeln Ay, ... 0 A,.
Betrachtet man nun a als Matrix tiber dem Zerfallungskorper, so andert dies die
Ordnung von a offensichtlich nicht, jedoch a8t sich eine Basis so wiahlen, dafl a
von der Gestalt diag(J.(A1),...,Jc(Ay) ist. Per Definition ist J.(XA;)) = A E. + N
und, da N mit \; F, vertauscht, gilt J.(X;)? = (M E. + N)? = X'E, + NP. Weil
die Ordnung von J; als Teiler von ¢™ — 1 teilerfremd zu p ist, haben \; und X!
die gleiche Ordnung. Insgesamt ergibt sich die Ordnung von J.(};) als Produkt
der Ordnung von ); und N. Die Ordnung von N betriagt pl'°®» ¢l und liefert den
p-Anteil der Ordnung. Da alle A; unter dem Frobeniusautomorphismus konjugiert
sind, besitzen alle J4(};) die gleiche Ordnung.

Als Folgerung erhélt man.

(2.34) Lemma: Hal a € GL(d,q) ein irreduzibles Minimalpolynom vom Grad k,
so teilt seine Ordnung ¢® — 1. Insbesondere ist die Ordnung von a teilerfremd zu
q.

Die zweite Idee des Ordnungsalgorithmus beruht auf folgendem Isomorphismus.
(2.35) Lemma: Fs sei a eine Malriz aus |quXd und ¢ thr charakteristisches
Polynom. Dann sind IF,(a) und |F,[z]/(c) als IF,-Algebren isomorph.

Anstatt also in |quxd zu rechnen, kann man die Multiplikationen in IF,[z] aus-
fithren. Damit reduziert sich der Aufwand fiir eine Multiplikation von O(d”) auf
O(d?*).
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Es sei a eine invertierbare Matrix, deren Minimalpolynom irreduzible Faktoren
m; vom Grade d; hat. Der p’-Anteil der Ordnung laBit sich gemafB (2.19) und
(2.34) durch TI(g% — 1) < ¢* beschrinken. Somit ergibt sich:

(2.36) Satz: Die Ordnung eines beliebigen Elements aus GL(d,q) ldfst sich unter
Benutzung von O(d*log qloglog ¢%) Kérperoperationen berechnen. Dies beinhaltel
nicht die Zeit, welche zur Faktorisierung von ¢' — 1, 1 < d bendtiglt wird.

Beweis: Siehe [CLGY97a] und (2.17). 1t

(2.37) Bemerkung: Ist man nicht am p-Anteil der Ordnung interessiert oder ist
bekannt, daf$ das Minimalpolynom quadratfrei ist, so kann man stalt des Minimal-
polynoms auch das leichter zu berechnende charakteristische Polynom verwenden.

Aus Lemma (2.34) folgt auch sofort.

(2.38) Lemma: Die Ordnung von a ist genau dann tetlerfremd zu q, wenn 'V als

IFy(a)-Modul halbeinfach ist.

Beweis: Ist der IF,(a)-Modul V halbeinfach, so ist V direkte Summe einfacher
Moduln V;. Die Ordnung von a ist ein Teiler des Produkts der Ordnungen der
Einschrankungen aly,, namlich das kleinste gemeinsame Vielfache der Ordnun-
gen. Nach Lemma (2.34) ist jede einzelne Ordnung teilerfremd zu ¢ und damit
auch die Ordnung von a.

Ist andererseits die Ordnung von «a teilerfremd zu ¢, so mufl das Minimalpo-
lynom quadratfrei sein, da sonst a — iiber einem geeigneten Zerfallungskorper
— ein mindestens zweidimensionales Jordankastchen besitzt. Damit ist aber V

halbeinfach. 11



Kapitel 3

Die volle lineare Gruppe

Dieses Kapitel beschreibt, wie sich G = (X) = GL(d, ¢) konstruktiv erkennen
1aBt, und gibt eine Verallgemeinerung fiir den Fall SL(d, ¢) < G < GL(d, ¢) an.

Im folgenden bezeichnet X ein gegebenes Erzeugendensystem fiir (.

Die Grundidee des folgenden konstruktiven Erkennungsalgorithmus besteht dar-
in, ein geeignetes Erzeugendensystem Y fiir G zu finden sowie einen Algorithmus,
welcher jedes Element a € G als Wort in Y schreibt. Im hier vorgestellten Algo-
rithmus fiir die volle lineare Gruppe G = GL(d, q) besteht das Erzeugendensystem
Y aus Transvektionen sowie einer Matrix z, deren Determinante die multiplika-
tive Gruppe des Korpers |F, erzeugt. Mit Hilfe des GauBalgorithmus kann man
jedes beliebige Element a € G als Wort in elementaren Matrizen schreiben, welche
sich wiederum als Worter in geeigneten Transvektionen und z schreiben lassen.
Das Ziel des Algorithmus ist es daher, eine Transvektion als Wort in X zu fin-
den und durch Konjugation dieser Transvektion alle fiir den GauBalgorithmus
bendtigten Transvektionen zu konstruieren. , Konstruieren® heift hierbei, fir die
Transvektionen und das Element z Worter in X zu finden. Diese Worter werden
dabei immer als Einzeilenprogramme (2.12) in den gegebenen Zufallselementen
konstruiert, welche wiederum bei Verwendung des Pseudozufallsgenerators aus
Abschnitt 2.3 als Einzeilenprogramme in X gegeben sind. Die Anzahl der Er-
zeuger im Erzeugendensystem X sei ,klein“, das heifit, unabhéangig von d und ¢
beschrankt durch eine Konstante.

Der Algorithmus gliedert sich in zwei Teile:

1. Bestimmung des oben beschriebenen Erzeugendensystems Y fir G sowie
von Einzeilenprogrammen fiir ¥ in X.

2. Zerlegung eines Elements a € (¢ als Einzeilenprogramm in ¥ und damit in

X.

Die ersten drei Abschnitte beschreiben den 1. Teil des Algorithmus, der Abschnitt
3.3 den 2. Teil des Algorithmus. Die folgenden Abschnitte untersuchen die Grofie

der Einzeilenprogramme und geben Variationen und Beispiele.

27
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Der Algorithmus ist ein Las Vegas Algorithmus (siehe Definition (2.7)), die ange-
gebenen Laufzeiten bzw. Komplexitatsaussagen sind daher als Las Vegas Laufzei-
ten zu verstehen. Bei Komplexitétsaussagen in Kérperoperationen in IF, werden
Multiplikationen und Additionen gleichgewichtet gezahlt.

Es sei ab jetzt H = G = GL(d, q) C |quXd, d>1,V = |qu der zugrundeliegende
Zeilentaum, ¢ = p* fiir eine Primzahl p und X ein Erzeugendensystem fiir G.
Es sei fiir eine Untergruppe S < H und einen unter S invarianten Teilraum M
mit ,,S operiert auf dem Faktorraum® immer die natiirliche Operation auf den
Nebenklassen gemeint.

3.1 Konstruktion einer Transvektion

(3.1) Definition: Fin Element t € GL(d,q), t # 1 heifit Transvektion, falls eine
Hyperebene H < V, das heifit ein Unterraum von Kodimension 1, exisliert, so
daf$ t trivial auf H sowie auf dem Faktorraum V/H operiert. Die Hyperebene H

heifit der von ¢ zentralisierte Unterraum.

Eine Transvektion ¢ € G ist konjugiert zu der Blockmatrix diag(.J2(1), Ei—2) mit
zweidimensionalem Jordankéstchen Jy(1) zum Eigenwert 1 und Einheitsmatrix
FE4— auf der Diagonalen. Die Ordnung des Zentralisators von J,(1) in GL(2, ¢) ist
q-(g—1) nach Beispiel (2.26). Der Zentralisator von diag(.J2(1), Fy_3) enthélt da-
mit schon eine Untergruppe der Ordnung ¢-(g—1)- |CGL(d—2,q)<Ed—2>|' Nun ist die
Ordnung von GL(d, q) gleich Hf;ol(qd -q') = qd(d_l)/QHf(qi -1 ¢ =D/
¢*. Daher ist der Index des Zentralisators von t in G von der GréBenordnung
qdz/q?q(d_”2 = ¢*~%. Da alle Transvektionen in G konjugiert sind, ist der Anteil
der Transvektionen an ' zu klein, um direkt nach ihnen zu suchen.

Einer in diesem Zusammenhang auf Charles Leedham-Green zuriickgehenden,
in der konstruktiven Darstellungstheorie gebrauchlichen Idee folgend sucht man
stattdessen nach Elementen, die Wurzel einer Transvektion sind. Es werden dabei
jedoch nicht alle moglichen Wurzeln verwendet, sondern nur solche, welche sich
leicht erkennen lassen: Es sei Jy(a) € |Fq2><2 ein Jordankastchen der Dimension
2 zum Eigenwert o € IF,*. Es sei m; die Ordnung von «, dann ist m;-te Potenz
dieses Jordankastchens

a 1 ml_ my 1 a! ml_ 1 mia™!
0 o) ~% \0 1 “\o 1

und damit eine Transvektion, denn m; teilt ¢ — 1 und ist daher teilerfremd zu p.

Ist nun r € GL(d — 2, g) eine invertierbare Matrix, deren Ordnung my zu p teiler-
fremd ist, dann ist die kgV (my, my)-te Potenz der Blockmatrix diag(Jz(e), r) eine
Transvektion. Nach (2.38) ist die Ordnung von r genau dann teilerfremd zu p,
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wenn r halbeinfach ist. Da sich mit Algorithmus (2.15) das charakteristische Po-
lynom in O(d®) Korperoperation berechnen 1a8t, wihrend das Minimalpolynom
mit Algorithmus (2.16) im schlimmsten Fall O(d*) Korperoperationen benétigt,
werden nur solche r gesucht, deren charakteristisches Polynom quadratfrei ist, das
heifit, man beschrankt sich auf regulire Elemente (2.30). Es wird sich in Lemma
(3.3) zeigen, dafBl diese Beschrankung keine wesentliche Einschrankung ist.

Die folgenden drei Lemmata untersuchen nun den Anteil von halbeinfachen und
regularen Elementen in der vollen linearen Gruppe, welche zusétzlich « nicht
als Eigenwert haben. Diese Lemmata werden dann benutzt, um die in Frage
kommenden r in GL(d — 2, q) abzuschatzen.

Betrachtet man Beispiel (2.27), so sieht man, dal diese Bedingung an die Eigen-
werte gleichfalls nicht wesentlich ist, da Elemente der Form diag(J:(a),r), wobei
a kein Figenwert von r ist, wesentlich haufiger sind als solche, bei denen r noch
zusatzlich ein eindimensionales Jordankastchen zum Eigenwert o enthélt. Die
Beschrankung auf regulére Elemente ohne Eigenwert o vereinfacht jedoch einige
der Beweise.

(3.2) Lemma: FEs sei a ein Element aus |[F,* und es sei M, die Teilmenge von
FElementen aus GL(d,q) mit Figenwert . Dann gilt:

1_(1)2< M| _ 1
g-1 \g—1) = |GLd.q)] = ¢-1

Beweis: Mit einer Verallgemeinerung des Abzahlarguments aus [HR94] erhalt
man die obere Schranke: Fur einen nicht-trivialen Vektor v wahle man ein Vek-

torraumkomplement W, von (v) in V. Es sei weiter
E={(v,b,7)|veV,be GLW,), 7 € Hom(W,, (v))}.

Fiir jedes Element a € GL(d, ¢) mit Eigenwert o und jeden Eigenvektor v von
a zum Eigenwert o korrespondiert das Paar (a,v) eineindeutig zu einem Tripel
(v,b,7) aus F.

Es sei (a,v) gegeben. Dann 1aft sich fir + € W, der Vektor z* zerlegen als
Weq + Az mit wy, € W, und A;, € IF,. Die Abbildung = — w,, definiert
eine lineare Abbildung b auf W,, wire sie nicht invertierbar, so ware auch a nicht
invertierbar. Die Abblidung « — A, ,v definiert ein Element 7 aus Hom(W,,, (v)).
Damit 1a8t sich jedem Paar (a,v) ein Tripel (v, b, 7) zuordnen.

Ist andererseits (v, b, 7) gegeben, so definiert w? := w® 4+ w™ eine lineare Abbil-
dung a von W, nach V. Setzt man

" {ub—l—uT firu e W,

R fiir u € <v>
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linear auf V fort, so ist diese Fortsetzung eine lineare Abbildung auf V mit
Eigenvektor v zum Eigenwert a. Die beiden Zuordnungen sind invers zueinander,
daher ist die Zuordnung eineindeutig.

Z&hlt man nun die Tripel in F, so ergibt sich:

E] = (¢"=1)-|GL(d—1,q)] - ¢"
d—2
= (¢"=1)-¢"" - TI(¢" " = ¢)
=0
= |GL(d,q)|.

Andererseits besitzt jedes Element mit Eigenwert «@ mindestens g—1 verschiede-
ne Eigenvektoren v; zu diesem Eigenwert, das heifit, zu jedem a € GL(d, ¢) mit
Eigenwert a gehoren mindestens ¢ — 1 Paare (a, v;) mit gleichem ersten Element
a aber unterschiedlichen Eigenvektoren v;. Da als méogliche erste Elemente nun
alle Elemente aus GL(d, q) vorkommen, welche Eigenwert o haben, muf ihre

Anzahl durch |E|/(¢ — 1) = |GL(d, ¢)|/(¢ — 1) nach oben beschrankt sein.

Um die untere Schranke zu erhalten, reicht es aus, nur solche Elemente zu zahlen,
die den Eigenwert a zur Vielfachheit 1 besitzen. Elemente mit Eigenwert o zur
Vielfachheit 1 sind konjugiert zu diag(a, r) fiir eine Matrix r aus R,, der Menge
derjenigen Elemente aus GL(d — 1, ¢), welche a nicht als Eigenwert besitzen.
R, ist eine Vereinigung von GL(d — 1,¢) Konjugiertenklassen von Elementen.
Es sei ', ein Vertretersystem fiir diese Klassen. Dann sind

3" [GL(d, 0) : O, (ding(a, 7))

reCy

Elemente aus GL(d, q) konjugiert zu einer Matrix der Form dlag(a, r), r € R,.
Da der Zentralisator von diag(c, r) isomorph zu IF,* x CGL 7“) ist, ergibt
sich damit fir die Anzahl

|GL(d, q)|

M, >
M2 T Cat 0
|GL(d, q)|
- [GL(d e
((]—1)'|GL(d—1q|T€z(,: GL@- 1,q(>]
g—1 |GL(d—1,q)]
1 1
> ——(1-——] [GL(d
> (1) el

denn der erste Teil des Beweises liefert

qg—?2
|Ra| = |GL(d’ q)' - |Ma| 2 q——l ' |GL(d_ 1,(])|
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i

(3.3) Lemma: Fs sei S die Menge der halbeinfachen, requliren Elemente aus
GL(d,q), das heifit, die Menge der Elemente, deren charakteristisches Polynom
quadratfrei ist. Dann gilt

(%) G1(d,q)] < IS,

Beweis: Es sei P die Menge der quadratfreien Polynome vom Grad d mit fiithren-
dem Koeffizient 1 und nicht-verschwindendem konstanten Term. Die Menge S ist
eine Vereinigung von GL(d, ¢)-Konjugiertenklassen, als Vertreter fiir jede Klasse
kann man die Begleitmatrix C'y fiir ein Polynom f aus P wéhlen.

Es sei f =TI, fi € P das Produkt normierter, irreduzibler Polynome f; vom
Grad d;. Dann ist der Zentralisator von 'y isomorph zum direkten Produkt

CGL(dl,q)(Cfl) X ... X CGL(qu)(Cfn).

Da f, ein irreduzibles Polynom ist, ist sein Zentralisator nach dem Lemma von
Schur ((2.24) und (2.25)) isomorph zur multiplikativen Gruppe des Kérpers mit
g% Elementen. Damit folgt |CGL(d,q)(Cf)| = [I(q% — 1) < ¢*. Tnsgesamt erhilt
man also

S| = Z[GL<daQ):CGL(d,q)(Of)]

v
]
Q
—
=~
-

feP q
Id

Es sei nun N die Menge der Polynome vom Grad d mit fithrendem Koeffizienten
1 und nicht-verschwindendem konstanten Term, welche nicht quadratfrei sind.
Um eine obere Schranke fiir | N| zu erhalten und damit eine untere Schranke fiir
|P|, kann man folgendes Abziahlargument benutzen: Da f € N nicht quadratfrei
ist, enthélt es einen nicht-trivialen Faktor h vom Grad k < d/2 mindestens
zweimal. Z&hlt man nun alle Méglichkeiten fiir £, den Faktor A und den Kofaktor
f/h*, so erhilt man jedes Polynom aus N mindestens einmal. Es werden dabei
naturlich Polynome mit mehr als einem doppelten Faktor oder einem Faktor

hoherer Vielfachheit mehrfach gezéhlt.

l4/2]
IN| < kZ_: (*"(a=1) - (¢* (g = 1))
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(q . 1)2 [d/2]

= == "

q k=1

Da |P| = (¢ — 1) ¢! — |N|, erhilt man |P| > (¢ — 1) - ¢ - (¢ — 1)/q. Setzt
man dies in die Ungleichung fiir S ein, so ergibt sich |S| > (qT) -|GL(d, q)|

+t
+

Lemma (3.2) und (3.3) zusammen liefern nun:

(3.4) Lemma: Es sei q > 3. Fiir a € IF,* bezeichne N, die Menge der Element a

aus GL(d, q), deren charakteristisches Polynom c,(x) und Minimalpolynom mq(x)

beide o als Nullstelle zur Vielfachheit 2 haben und fir die c,(z)/(z — a)* qua-
dratfrei ist. s set W = UaEIF x No. Dann gilt:

1{(qg—1\" 1 W]
5((7) - q—l) : |GL(d, q)|

Beweis: Es sei a ein Element aus N,. Da sein charakteristisches Polynom «
als Nullstelle hat, existieren Jordankastchen zum Eigenwert a. Da a zweifache

Nullstelle des Minimalpolynoms ist, muf} ein zweidimensionales Jordankastchen
existieren (2.19). Andererseits kann es keine weiteren Jordankastchen zum Ei-
genwert a geben, da sonst a mit héherer Vielfachheit im charakteristischen
Polynom vorkommen miiBte. Daher ist a konjugiert zu diag(Jz(e),r) fir ein
halbeinfaches r € GL(d — 2,q), welches « nicht als Eigenwert besitzt, denn
das charakteristische Polynom von r ist ¢,(2)/(z — «)? und damit nach Vor-
aussetzung quadratfrei, also r halbeinfach. Die Menge R, all solcher r ist eine
Vereinigung von GL(d — 2, ¢)-Konjugiertenklassen. Es sei C, ein Vertretersy-
stem fiir die Klassen. Da a nicht Eigenwert von r ist, ist der Zentralisator von
diag(J2(z),r) isomorph zu

CGL(M)(J?(Q)) x CGL(d-Q,q)(’")-
Nach (2.26) ist seine Ordnung ¢ - (¢ —1) - |CGL(d—2,q)(T>|' Summiert man
[GL(d, ) : CGLp,,(diag(Jo(a),7))]

fiir alle Vertreter r € C, auf, so erhdlt man

1 . |GL(d, Q)| . Z [GL(CZ — 27(]) : CGL(d—?,q)(r)]

N,
Nol = =7y TGl —2,q) r&Ca
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1
= W |GL(d, q)| - |Ra|/|GL(d — 2, q)].

Nach Lemma (3.3) sind mindestens
(¢—1)°

e
Elemente aus GL(d — 2, g) halbeinfach (und sogar regulér). Nach Lemma (3.2)
haben héchstens q_% -|GL(d — 2, ¢)| Elemente aus GL(d — 2, q) Eigenwert «. Ist

nun g grofer als drei, so liefern diese beiden Abschéatzungen, daBl die Differenz-
menge R, nicht leer ist und mindestens die Machtigkeit

((q—21>2_ ! )|GL(d—2,q)|

q g—1

- |GL(d =2, 4)|

hat. Da r halbeinfach ist, enthalt es keinen weiteren Jordanblock. Also sind die

Mengen N, und Nj fir o # f disjunkt und somit enthélt die Vereinigung W

aller N, mindestens
(¢—1)? 1 )
IGL(d, ¢)| - ( _
q(qg—1) GL{d, )l q* q—1

— 3] . ((q —21)2 B ql 1) - |GL(d, q)|

q

(g—=1)-

4
Elemente. 11

Die in Lemma (3.4) auftretenden Elemente sind Wurzeln von Transvektionen.
Zusammengefafit ergibt sich damit

(3.5) Satz: Fiir o € IF,” bezeichne N! die Menge der Elemente a aus GI(d,q),
deren charakteristisches Polynom c,(z) das gegebene o als Nullstelle zur Viel-
Jachheil 2 oder 3 hat, deren Minimalpolynom m,(z) das gegebene o als Nullstelle
zur Vielfachheit 2 hat und fir die c¢,(z)/(x — a)? quadratfrei ist. Es sei W' die
Vereinigung all dieser N!. Dann gilt

|GL(d, q)| <21-q-|W.

Beweis: Es sei die weitere Bezeichnung wie in Lemma (3.4).

Es sei zunidchst d = 2. Dann sind |GL(d,q)|/(¢ + 1) Elemente aus GL(d, q)
konjugiert zu Jy(a) fiir ein a € IF,*. Damit folgt |W'|/|GL(d,q)| =1/(¢+ 1) >
1/(21¢q).

Es sei als ndchstes d > 2 und ¢ > 3. Nach Lemma (3.4) ist

(WI/IGL(d, )| > 1/q-(9/16 — 1/3) > 1/(59).
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Da W C W’ folgt in diesen Fallen bereits die Behauptung.

Es sei nun d > 2 und ¢ beliebig. Der Zentralisator von diag(.Jz(«),r), wobei das
charakteristisches Polynom von r quadratfrei sei, hat Ordnung

(0= 1) 1061l
falls r keinen Eigenwert a hat, und Ordnung
¢* (4= 1" |OGL sy ()]

falls r = diag(a, ') ist. In diesem Fall ist CGL(d—2 q)(r) isomorph zu

IF,” x OGL(d—B,q)<’r,)'

Also hat der Zentralisator die Ordnung

4> (4= 1) |CGLog (P

Insgesamt ist der Index [GL(d, q) : CGL(d q)(r)] beschrankt durch

IGL(d, q)l/(¢" - (¢ = 1) - [C(r)]).

Summiert man wie in Lemma (3.2) iiber ein Vertretersystem, so erhdlt man
als untere Schranke fiir die Anzahl der Elemente der Form diag(.Jy(«),r) fiir
beliebige o und halbeinfaches r

R S Ul
(¢=1) Plg—1) ¢

1)?

: |GL(d7 Q>| =

(g 1)
Also ist die Anzahl unabhéngig von d. Fiir ¢ > 3 liefert Lemma (3.4) eine bessere
Abschétzung, fiir ¢ = 2 bzw. ¢ = 3 sind mindestens 1/32-tel bzw. 4/243-tel der

Elemente geeignet.

Insgesamt sind also fiir jedes ¢ mindestens 1/(21q)-tel der Elemente in |[W’|.
Daher gilt |W’| > |GL(d, ¢)|/(21q) fir alle moglichen g und d > 1. i1

(3.6) Korollar: Man kann eine Transvektion t mit einem Las Vegas Algorithmus
berechnen, welcher O(qd®) Kdérperoperationen sowie O(q) zufillige Flemente aus
G = (X) = GL(d, q) bendoligt.

Sind die Zufallselemente als Finzeilenprogramme in X gegeben, so erhdlt man ein
FEinzeilenprogramm fiir t in X.

Beweis: Nach Satz (3.5) ist mindestens der 21g-te Teil aller Elemente aus ¢
geeignet. Die Chance, dafl ein zufillig gewédhltes Element ungeeignet ist, ist

daher hochstens 1 — 1/(21¢). Die Chance, dafl 21¢ zufillig gewahlte Elemente
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ungeeignet sind, ist hochstens (1 —1/(21¢))*'? < e~!. Also ist die Chance unter

21q zufillig ausgewéihlten Elementen ein geeignetes zu finden, besser als 1 —e™!.

Um das in Lemma (3.4) benotigte charakteristische Polynom ¢(z) zu berechnen,
braucht man O(d?) Kérperoperationen. Indem man den groBten gemeinsamen
Teiler von ¢(z) und der Ableitung ¢(z)’ bildet, kann man iberpriifen, ob ¢(z)
einen linearen Faktor mit Vielfachheit 2 enthélt und ansonsten quadratfrei ist.
Ist p # 2, so hat ein Polynom ¢(z) € IF [z] genau dann einen linearen Faktor
mit Vielfachheit 2, wenn der g. g. T. von ¢(z) und seiner Ableitung Grad 1 hat.
Ist p = 2, so ist die Ableitung von (z — «)? das Nullpolynom. Damit hat ¢(z)
genau dann einen linearen Faktor mit Vielfachheit 2, wenn der Grad des g. g.
T. gleich 2 ist. Die Berechnung des g. g. T. benétigt O(d?) Kérperoperationen.
Die Bedingung aus Satz (3.5) fiir ¢ = 2 bzw. 3 lafit sich natiirlich genauso
iberpriifen.

Es ist nicht notwendig, das Minimalpolynom m(z) zu berechnen. Denn ist ¢(z) =
(x — a)? - (), er(x) quadratfrei und ¢;(a) # 0, so ist m(z) = (z — @) - ¢1(x),
¢ € {1,2}. Genau dann, wenn der Eigenvektorraum zum Eigenwert a die Di-
mension 2 hat, ist ¢ = 1. Die Dimension des Eigenvektorraums kann in O(d?)
Kérperoperationen berechnet werden. Ob ein gegebenes Element die Bedingung
aus Lemma (3.4) erfiillt, kann also in O(d”) Kérperoperationen iiberpriift wer-
den.

Hat man ein geeignetes Element s gefunden, so kann man das charakteristische
Polynom in irreduzible Faktoren ¢;(z) vom Grad d; zerlegen. Die Grade der
Faktoren kénnen bestimmt werden, ohne das Polynom zu faktorisieren, indem
man den g. g. T. von ¢(z) mit 7 — 1 bildet (siehe [GCL92]). Dann ist s™ fiir
m = kgV (g% — 1) eine Transvektion. Es ist natiirlich méglich, ¢ hinzuschreiben,
ohne die Potenzbildung s™ auszufithren, m wird nur fir die Konstruktion des
Einzeilenprogramms von ¢ bené6tigt. 11

Mit Hilfe von Korollar (3.6) ergibt sich nun folgender Algorithmus zur Berechnung

einer Transvektion:
(3.7) Algorithmus ,, Konstruktion einer Transvektion in GL*

while true do
r := Random(G);
c := CharacteristicPolynom( r.element );
d := Gcd( c, Derivative(c) );
if (p=2 and 2=Degree(d)) or (p<>2 and 1=Degree(d)) then
if 1 = Dimension( Nullspace(r.element-a) ) then

o := order( r.element ) / p;
t := Bestimme Transvektion aus r.element;
return ( element := t, program := r.program”o );

fi;
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fi;
od;

Es ist nach Korollar (3.6) nicht notwendig, die Ordnung des Elements r zu kennen,
da man jedoch an kurzen Einzeilenprogrammen interessiert ist, ist es in der Praxis
giinstiger, die Ordnung statt eines Vielfachen zu wahlen.

Da ¢(z)/(z — a)? quadratfrei ist, braucht man im Ordnungsalgorithmus nicht
das Minimalpolynom zu berechnen, sondern kann das characteristische Polynom
benutzen. Die Ordnung eines Elements 148t sich dann mit (2.37) berechnen.

3.2 Konstruktion einer Basis

Es sei wie bisher ¢ = p* fiir eine Primzahl p. Es sei eine Transvektion ¢, € G =
GL(d, q) mit zentralisiertem Unterraum #H sowie ihr zugehdriges Einzeilenpro-
gramm bekannt.

In diesem Abschnitt wird nun ein Erzeugendensystem fiir G' = SL(d,q) aus
Konjugierten von ¢; konstruiert. Der Algorithmus gliedert sich wiederum in zwei
Teile: Im ersten Teil werden Konjugierte von ¢; gesucht, die ‘H zentralisieren, im
zweiten Teil wird eine Menge von Konjugierten gesucht, so daf der Schnitt aller
zentralisierten Unterrdume trivial ist.

Der erste Teil des Algorithmus beruht im wesentlichen darauf, dafl die Transvek-
tion mit Hilfe von Korollar (3.6) gefunden wurde, das heifit, daB nicht nur eine
Transvektion ¢; bekannt ist, sondern auch noch ein Element a € G der Ordnung
p-m,so daB t; = ™ und a konjugiert zu diag(.J:(a),r) ist, wobei r halbeinfach
und regular ist.

Es sei b € V so, daB V = (b) & H. Zur Abkiirzung sei 7(¢) := b — b’ € H fiir jede

Transvektion, welche H zentralisiert.

Es wird nun eine Menge {t;} aus (d — 1) - log,(¢q) Transvektionen mit zentra-
lisiertem Unterraum H konstruiert, so dafi {n(¢;)} eine Basis fiix H diber dem
Grundkérper |F, 1st. Mit Hilfe dieser Basis ist es dann moglich, jede Transvek-
tion, welche H zentralisiert, als Produkt in den Transvektionen ¢; zu schreiben:
Ist ¢ eine Transvektion, welche H zentralisiert, und ist n eine ganze Zahl, so folgt
m(1") = nn(t). Sind ¢ und ¢’ zwei Transvektionen, welche H zentralisieren, so
kommutieren sie miteinander. Die Menge M der H zentralisierenden Transvek-
tionen zusammen mit 1 bildet also eine elementar abelsche p-Gruppe. Falit man
die Multiplikation als Vektorraumaddition auf und definiert die Skalarmultiplika-
tion mit einem Element « aus |F, als n-te Potenz fiir n-1 = «, so kann man M als
IF,-Vektorraum auffassen. Dies liefert einen Vektorraumisomorphismus zwischen
M U {1} und IF,%7'. Da jedoch die Skalarmultiplikation in M U {1} als Potenz

definiert ist, kann man die Definition nicht auf [F, verallgemeinern.

(3.8) Bemerkung: Fs sei nun t eine Transvektion, welche H zentralisiert. st
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m(t) =Y nym(t;) firng € INg mit 0 < n; < p, so folgt unter Benulzung des obigen
Vektorraumisomorphismus t = []¢,™.

Die Bestimmung der Transvektionen ¢; erfolgt in zwei Phasen. In der ersten Pha-
se wird durch Konjugation von {; eine zweite Transvektion gesucht, welche H
zentralisiert. In der zweiten Phase wird die Matrix a aus Korollar (3.6), die Wur-
zel der urspriinglichen Transvektion ist, verwendet, um weitere Transvektionen
durch Konjugation zu erhalten. Diese beiden Phasen werden solange abwechselnd
ausgefithrt bis eine Basis bekannt ist.

(3.9) Algorithmus ,,Zentralisierende Transvektionen in GL*

ti = [ t1 ];
b := [ pi(t1) 1;
while Length(ti) < (d-1)*k do
repeat
t2 := TransvectionSameCentralisedSubspace(G,tl);

until IsLinearIndependent( b, pi(t2) );
Add( ti, t2 );
Add( b, pi(t2) );
for i in [ 1 .. m-1 ] do
t2 = t2 7 a;
if IsLinearDependent( b, pi(t2) ) then
break;
fi;
Add( ti, t2 );
Add( b, pi(t2) );
od;
od;

Das folgende Lemma untersucht die Wahrscheinlichkeit, ein Konjugiertes von
{1 zu finden, welches H invariant laft. Lemma (3.11) beschreibt die Funktion
TransvectionSameCentralisedSubspace, um eine weitere Transvektion zu fin-
den, welche H zentralisiert.

(3.10) Lemma: Fs sei t eine Transvektion, H ihr zentralisierter Unterraum, b
ein Vektor auflerhalb von H. FEs sei g ein zufilliges Element aus GL(d, q).

1. Die Wahrscheinlichkeit, dafi 19 den Unterraum H invariant ldfit, ist min-
destens 1/(q + 1).

2. Die Wahrscheinlichkeit, daf$ t9 den Unterraum (b) invariant ldf§t, ist min-
destens 1/(q+1).

Beweis: Die Transvektion ¢ 148t den Unterraum H genau dann invariant, wenn
entweder t9 den Unterraum bereits zentralisiert oder t9 nicht zentralisiert, aber

m(19) in H liegt.
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Ist d = 2 und t? 1aBt den eindimensionalen Unterraum H invariant, so muf} es
diesen bereits zentralisieren. Dies ist genau dann der Fall, wenn ‘H und H? gleich
sind. Da g ein zufilliges Element aus GL(d, ¢) ist, ist H? ein zufalliger eindimen-
sionaler Teilraum. Es existieren g4 1 solche, also betriagt die Wahrscheinlichkeit,
daB H und H? gleich sind, genau 1/(q + 1).

Ist d > 2, so betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dafi die beiden Teilrdume gleich
sind, nur 1/(¢* —1)/(g — 1). Man kann sie daher fiir die weitere Untersuchung
ignorieren. Da ¢ ein zufélliges Element aus GL(d, q) ist, ist 7(g) ein zufélliger,
nicht-trivialer Vektor. Die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein nicht-trivialer Vektor in
einer gegebenen Hyperebene liegt, ist ¢?~! — 1 in ¢% — 1. Sie ist also mindestens

/(g +1).
Teil 2. ist die gleiche Aussage wie Teil 1. fir den Dualraum. i1

(3.11) Lemma: Fs sei t eine Transvektion mit zentralisiertem Unterraum H. Es
gibt einen Las Vegas Algorithmus, welcher in O(d?q) Kdérperoperalionen unter
der Verwendung von O(q) zufdilligen Elementen aus G = (X) = GL(d,q) eine

Transvektion t' # t konstrutert, welche H zentralisiert.

Sind die Zufallslemente und die Transvektion t als Einzeilenprogramm in X ge-
geben, so erhdlt man ein Finzeilenprogramm fir t' in X.

Beweis: Nach Lemma (3.10) normalisiert ein Konjugiertes s von ¢ mit Wahr-
scheinlichkeit 1 in ¢ + 1 den Unterraum H.

Ist d = 2, so muf dieses Konjugierte bereits den Unterraum zentralisieren, und
man kann ¢' = s wahlen.

Ist d > 2, so zentralisiert s entweder H, und man wahlt ¢’ = s, oder es normali-
siert nur, und man kann ¢’ = ¢* wahlen.

Da alle Transvektionen konjugiert sind und mindestens ¢¢~! — 1 Transvektio-
nen H zentralisieren, kann man die Wahrscheinlichkeit, dal ¢ gleich ¢’ ist, ver-
nachléssigen. 11

Um einzusehen, da die dulere Schleife von Algorithmus (3.9) insgesamt O(k)

mal (unabhdngig von d) durchlaufen wird, braucht man

(3.12) Lemma: Es sei r ein halbeinfaches, regulires Element aus GL(d,q). Der
zugrundeliegende Zeilenraum V wird als |F (r}-Modul von Las Vegas O(1) zu-
falligen Vektoren erzeugt.

Beweis: Es sei ohne Einschrankung r = diag(ry,...,r;), wobei das charakteristi-
sche Polynom ¢;(z) von r; irreduzibel ist und die charakteristischen Polynome
paarweise verschieden sind. Es sei V = @V; die entsprechende Zerlegung in ir-
reduzible r-Teilmoduln. Jeder nicht-triviale Vektor aus V; erzeugt also V; als

r-Modul.

Es sei a(j) die Anzahl der j-dimensionalen Unterrdume, welche in der obigen
Zerlegung vorkommen.
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Gibt es nur Blécke der Dimension j fir festes 7, so ist die Wahrscheinlichkeit, dafl
zwel zufdllige Vektoren aus V triviale V; Komponenten fiir ein festes ¢ haben,
1/¢%. Also ist die Wahrscheinlichkeit, daf sie einen nicht-trivialen Eintrag in
jedem Block haben (1 — 1/¢%)*0) in diesem Fall erzeugen sie den gesamten
Vektorraum. Da r regulér operiert, gilt a(j) < ¢7, und damit folgt:

(1=1/g")"0 > (1 —1/¢")"
> (1-¢)""
> 4707,

Gibt es nun Blécke verschiedener Dimension, so betragt die Wahrscheinlichkeit,
daBl zwei Vektoren V als Modul erzeugen, H;-lzl 4= > 152, 4=177 = 4=1/(a=1),
Also ist die Wahrscheinlichkeit unabhédngig von d. i1

Es sei ¢ = p¥, p Primzahl. Entsprechend erwartet man, daf V mit O(k) zufilligen
Vektoren als IF,(r)-Modul erzeugt wird. Dies erlaubt es nun, Algorithmus (3.9)
zu analysieren:

(3.13) Satz: Der Las Vegas Algorithmus (3.9) bendtigt O(qkd®) Kérperoperatio-
nen und O(qk) Zufallselemente aus G.

Beweis: Wegen Lemma (3.12) wird die auBere Schleife O(k) Mal durchlaufen.
Nach Lemma (3.11) benotigt die Funktion TransvectionSameCentralisedSub-
space O(q) Versuche und damit O(qd*) Kérperoperationen. Insgesamt braucht
man fiir diesen Teil O(gkd®) Korperoperationen.

Da im zweiten Teil des Algorithmus Transvektionen mit der festen Matrix a
konjugiert werden miissen, kann dies in O(d) statt O(d®) Korperoperationen
ausgefithrt werden, indem man statt mit den Transvektionen ¢ mit den Vektoren
m(t) rechnet. Die Konjugation von ¢ mit a entspricht dann der Multiplikation
von 7(t) mit a. Da aber a reguldr ist, kann man durch einen Basiswechsel a als
Begleitmatrix zum charakteristischen Polynom von a wéhlen. Die Multiplikation
eines Vektors mit einer solchen Matrix 1a8it sich mit O(d) Korperoperationen
durchfithren. Insgesamt braucht man fiir diesen Teil O(kd*) Kérperoperationen.

i
Nachdem nun der erste Teil des Algorithmus beendet ist, sucht man eine Men-

ge {t19} von Konjugierten von ty, so dal der Schnitt NH; aller zentralisierten
Unterrdume H; trivial ist.

(3.14) Algorithmus ,,Aufspannende Transvektionen in GL*

M [ t1 ];
g] [ Identity(G) 1;
while Length(ti) < d do



40 KAPITEL 3. DIE VOLLE LINEARE GRUPPE

repeat
g := Random(G);
t2 = t1 ° g;
until ISLinearIndependentCentralisedSubspace(M,t2);
Add( M, t2 );
Add( hj, g );
for i in [ 1 .. m-1 ] do
g = g*a;
t2 = t2 7 a;
if IsLinearDependentCentralisedSubspace( M, t2 ) then
break;
fi;
Add( hj, g );
Add( M, t2 );
od;
od;

(3.15) Satz: Der Las Vegas Algorithmus (3.14) bendtigt O(d*) Kérperoperationen
und O(1) Zufallselemente aus G.

Beweis: Sind schon [ Transvektionen bekannt, so hat die nachste eine Chance
von 1 in ¢=' — 1 ungeeignet zu sein. Wegen Lemma (3.12) wird daher die &ufere

Schleife O(1) mal durchlaufen.

Man kann ohne Beschrankung wieder annehmen, dafl a eine Begleitmatrix ist,
so dal Multiplikation von g mit a nur O(d?) statt O(d”) Kérperoperationen
bendtigt. 11

3.3 Konstruktive Erkennung

Setzt man Korollar (3.6), Satz (3.13) und (3.15) zusammen, so ergibt sich

(3.16) Satz: Fs sei G = GL(d,q), ¢ = p*, X ein Erzeugendensystem. Man
kann mit einem Las Vegas Algorithmus in O(qkd®) endlichen Kdorperoperatio-
nen und unter der Verwendung von O(qk) Zufallselementen, welche als Finzei-
lenprogramm in X gegeben seien, eine Menge von (d — 1) - k Transvektionen t,
konstruieren, welche die gleiche Hyperebene H zentralisieren, so daff {m(t;)} li-
near unabhdngig ist. Die Transveklionen t; werden dabei als Finzeilenprogramm
in X konstruiert.

Unter der Verwendung von weiteren O(d®) Korperoperationen und O(k) Zufalls-
elementen kann man eine Menge {g1,...,g4} von d FElementen aus G als Finzei-
lenprogramm in X konstruieren, so dafi der Schnitt NHY trivial ist.
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Beweis: Man benutzt nacheinander Algorithmus (3.7), Algorithmus (3.9) sowie
Algorithmus (3.14). i1

Betrachtet man die Determinanten der Erzeuger x € X, so kann man ein Ein-
zeilenprogramm fiir ein Wort z in X angeben, so dall die Determinante die mul-
tiplikative Gruppe des Korpers IF, erzeugt, indem man einen verallgemeinerten

Euklidischen Algorithmus durchfiihrt.

Unter Benutzung der Mengen {t,;}, {g;} und z ist es nun maoglich, jedes Element
aus (G als Einzeilenprogramm in X und z zu schreiben. Da der Schnitt der Hy-
perebenen H% trivial ist, 1aBt sich eine Basis B = {b1,...bs} so wahlen, daf
die Hyperebenen offenthch sind, das heit, die j-te Hyperebene wird von allen b;
aufler b; erzeugt. Fiir die folgenden Uberlegungen kann man ohne Einschrankung
annehmen, dal B die Standardbasis der Zeilenraums IF

Jede Transvektion, welche H zentralisiert, a3t sich mit Bemerkung (3.8) als Ein-
zeilenprogramm in {¢;} schreiben. Jede Transvektion, welche H% zentralisiert,
1a8t sich analog als Einzeilenprogramm in {#;} und g; schreiben.

Es sei a € G gegeben. Dann existiert ein n € Ny so, daB ¢’ = az™ Determinante 1
hat. Nun kann man a mit einem GauBalgorithmus als Produkt von elementaren
Matrizen schreiben. Diese elementaren Matrizen wiederum sind Transvektionen,
welche die Hyperebenen H% zentralisieren. Insgesamt liefert dieses Vorgehen also
ein Einzeilenprogramm fir a in {t;,¢;,2 | 1,7}

3.4 Grofle der Einzeilenprogramme

Dieser Abschnitt untersucht die Grofle der in Abschnitt 3.3 auftretenden Ein-
zeilenprogramme. Hierbei wird vorausgesetzt, daB zur Erzeugung der Zufalls-
elemente der Pseudozufallsgenerator Algorithmus (2.13) benutzt wurde, welcher
nach einer Initialisierungsphase fiir jedes Pseudozufallselement eine Multiplikati-
on benotigt.

Nach Korollar (3.6) kann man erwarten, dafl Algorithmus (3.7) nach O(q) Zu-
fallselementen ein passendes Element a gefunden hat. Das zugehorige Einzeilen-
programm hat daher Linge O(q). Um die Transvektion zu erhalten, muf man «a

d—2

schlimmstenfalls in die (¢*7% — 1)-te Potenz erheben. Insgesamt erhilt man so-

mit ein Einzeilenprogramm fiir die Transvektion und das Element a der Lange
O(q + dk).

Um die Menge {¢;} der (d — 1) - k Transvektionen mit gleicher zentralisierter Hy-
perebene zu finden, bendtigt man nach Satz (3.13) weitere O(gk) Zufallselemente,
also O(¢k) weitere Multiplikationen. Die Transvektionen ¢; entstehen aus ¢; durch
Konjugation mit ¢ und den Zufallselementen, fiir die Konjugation werden weite-
re O(dk) Multiplikationen benétigt. Insgesamt hat daher das Einzeilenprogramm
fir die Menge {t;} die Liange O((d + q)k).
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3.5 Variationen

3.5.1 Die spezielle lineare Gruppe

Ist nun G eine Untergruppe der GL(d, q), welche SL(d, g) enthilt, so lassen sich
die Algorithmen (3.7), (3.9) und (3.14) wie im Fall G = GL(d, ¢) anwenden mit
leicht schlechterer Erfolgswahrscheinlichkeit, da man in Abschnitt 3.1 noch die
Determinante beriicksichtigen mufl. Es sei D = det(G) < IF,* das Bild der De-
terminantenabbildung det von (. Bei der Konstruktion einer Transvektion als
Potenz eines Elements der Form diag(Jz(a), r) folgt daher als zusitzliche Bedin-
gung det(r) € D - a™%. Im allgemeinen ist dies keine wesentliche Einschriankung,
fir den Fall G = SL(3,4) jedoch folgt, daB kein Element r existiert, da det(r) = «
und damit r = (a) gelten mifite, um die Determinantenbedingung zu erfiillen.

Dieses Problem 148t sich durch folgenden Trick umgehen.
Man kann im Fall p = 2 noch folgende Verbesserung von Algorithmus (3.7) be-

nutzen: Hat man ein Element a gefunden, dessen charakteristisches Polynom und
Minimalpolynom « als Nullstelle zur Vielfachheit 3 haben, so betrachte man statt-
dessen a®. Denn a hat nach Satz (2.19) genau ein Jordankistchen zum Eigenwert
a. Dieses Jordankdstchen hat Dimension 3. Nun ist aber, falls die Charakteristik
gerade ist, J3(a)? konjugiert zu diag(J2(a?), a*) und damit von der gewiinschten
Form.

3.5.2 Konstruktion einer Transvektion, ¢ grof3

Folgender Vorschlag von Charles Leedham-Green kann benutzt werden, um eine
Transvektion fiir den Fall auszurechnen, da} ¢ im Verhéltnis zu d grofl ist. Es
sei jedoch bemerkt, dafl dieser Algorithmus nicht die in Abschnitt 3.2 benotigte
Matrix a liefert. Er wird deswegen nicht in der GAP Implementation verwendet.

Es sei H = GL(d,q) und SL(d,q) <G < H mit g >d+1 > 3.
Nach [NP92] sind mindestens 1/d-tel aller Elemente aus GL(d,q) ,fast irre-

duzibel*, das heifit, sie operieren irreduzibel auf einem Teilraum der Kodi-
mension 1. Es sei a ein solches Element der Ordnung o(a). Nach (2.23) ist
die o(a)/ggT(o(a),q — 1)-te Potenz b von a eine Diagonalmatrix der Form
diag(a, BFEq-1). Ist @ = 3, das heift, ist b eine Skalarmatrix, so sucht man ein
neues a. Ist G = SL(d, q), so folgt a = B'~%. Da ¢ > d+1 ist, liegt der schlimmste
Fall dann vor, wenn 2d = ¢— 1. In diesem Fall ist o = g~ = 8. p=(e=1/2 = 43,
In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit, eine Skalarmatrix zu erhalten, 1/2. In

allen anderen Fallen ist sie besser.

Ist eine Diagonalmatrix b € G bekannt, welche nicht eine Skalarmatrix ist, und

ist ¢ ein Konjugiertes von b, so sind die Eigenvektorrdaume zum Eigenwert 8 mit
Wahrscheinlichkeit 1—(g—1)/(g%—1) verschieden. In diesem Fall schneiden sie sich
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in einem Unterraum W der Kodimension 2, welcher von b und ¢ invariant gelassen
wird. Es sei b und ¢ die Operation auf dem Faktorraum und G die von b und @
erzeugte Gruppe. Man benutze nun Algorithmus (3.7), um eine Transvektion ¢
in G zu suchen. Aus dieser Transvektion ldBt sich wie folgt eine Transvektion in
GG konstruieren.

Es sei s das Urbild von {, dann ist s nach Wahl einer geeigneten Basistransfor-

mation von der Gestalt
1 (S U1
S = 1 (%) ;
BE s

wobei § # 0 ist und vy, vy Zeilenvektoren der Lange d — 2 sind.

Quadriert man s, so gilt:

1 26 1 4 v v
T e
32

d—2

(0 ((éi)%)(zz)),

B*E4_s

und es folgt per Induktion

1 md m—1 19 7: m—1—1 U
s™ = 0 1 (ZiZO(Ol)ﬁ )(vg)
B Eq_y

Im folgenden werden nun die verschiedenen Méglichkeiten fiir 5 und ¢ betrachtet.

Fall 1: 8 # 1, ¢ beliebig.

Es sei n die Ordnung von 3. Dann ist nd # 0, denn n und p sind teilerfremd, und
g™ = 1. Somit gilt

1 nd n—1 ) i n—1—1¢ U1
s" = 0 1 (i:0(01)6 )<U2)
Ei_

Betrachtet man die rechte, obere Ecke genauer, so ergibt sich mit ( = Y77} 3¢

und 0 = Z:-Lz_ol G At

n—1 1§ i i n—1 n—1—z 78 n—1-—z
Z(Ol)ﬂn :Z(ﬂo ﬁé_l_i>

1=0 =0

(5.






